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Sumario

A generalidade dos alunos ndo possui uma ideia correcta do conceito de limite de uma

fungdo por este ser muito abstracto e de dificil compreensio.

O presente trabalho aborda a importancia de introduzir o conceito de limite de uma fungdo

pelo método grafico usando o computador. Para tal foram estudadas as actuais formas de
introducio do conceito nas escolas secunddrias mogambicanas, comegando com a andlise
dos conteldos curriculares sobre limites do programa de Matemadtica da 12° classe e
confrontando esta informag¢do com a informag#o obtida da analise dos cademos de alguns
alunos e dos questiondrios preenchidos por alguns professores de certas escolas
secundarias mogambicanas da cidade de Maputo. Esta triangulagéo de informagio permitiu
descobrir que alternativas de introdugéio do conceito de limite de uma funcio sio usadas
nestas escolas e, por conseguinte, depreendeu-se que o método grafico devia merecer
maior atengio e entio decidiu-se elaborar um plano de ligdo em que o conceito de limite de
uma fungdo seria introduzido através deste método com a ajuda do computador, com o
objectivo de ensinar o aluno a ler limites de fungdes no grafico e melhorar a aprendizagem.
A implementagdo do plano de ligio mostrou que os alunos ficaram muito entusiasmados
em querer aprender limites através do computador. Ao longo da aula observou-se que esta
curiosidade incidia mais na aprendizagem da sintaxe do programa do computador (como
definir no computador as expressdes analiticas das fungdes dadas e obter os respectivos
graficos) do que na aprendizagem de leitura de limites nos graficos visualizados. Contudo,
a sequéncia das actividades preconizadas no plano de aula, que os alunos tinham que
realizar, permitiu que fizessem todas as actividades previstas e depois realizassem aquelas
que eram da sua iniciativa, 0 que ndo seria possivel sem o auxilio do computador. Depois
da aula, foram entrevistados nove alunos do mesmo nivel de ensino, sendo que quatro
participaram na aula experimental e cinco, duma outra escola secundaria, ndo participaram.
O resultado da andlise das entrevistas mostrou ndo haver evidéncias de melhoria de
aprendizagem do conceito de limite de uma fungdio em relagdo aos alunos que nio

participaram na aula experimental.
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Capitulo I - Introducio

O conceito de limite de uma fungfio ¢ abstracto e tem sido objecto de estudo de muitos
cientistas € pesquisadores. Em Mogambique ha pesquisas feitas nesta area como por exemplo,
o trabalho de Huillet & Mutemba (1999), que aborda a relagdio institucional do Ensino
Secundario Geral com este conceito, o trabalho de Huillet & Mutemba (2000), que analisa as
concepgdes de alguns professores de Matematica sobre o conceito de limite de uma fungio e o
seu ensino nas escolas.

O presente trabalho faz uma abordagem da introdugfo do conceito de limite de uma fungio
pelo método grafico usando o computador nas escolas mogambicanas e de outras alternativas
possiveis de introdugdo deste conceito, o qual comega a ser estudado pela primeira vez na 12°

classe do Ensino Secundario Geral, no fim do segundo semestre.

1.1 Identifica¢do do problema

Os alunos apresentam dificuldades de compreensio do conceito de limite de uma fungéo (Tall,
1992). Este problema ja vem sendo pesquisado, mas ainda nfo tem uma solugdo satisfatoria.
Estudos feitos em Mogambique por alguns pesquisadores mogambicanos, por exemplo Huillet
& Mutemba (1999), confirmam que o ensino deste conceito nas escolas mogambicanas €
também dificil. Ainda nfo existe um livro oficial para o ensino de limites de fungdes
elaborado segundo o programa curricular de Matematica da 1 2° c lasse vigente nas e scolas
mog¢ambicanas. Os alunos dependem dos apontamentos que os professores lhes d%o na sala de
aula, c onduzindo a problemas d e c ompreensio d o c onceito de limite de uma fungéo pelos

alunos.

1.2 Contexto

Contexto Local

O aluno, geralmente, vai a escola munido da experiéncia do seu dia-a-dia. A aquisigdo de
novos conhecimentos pelo aluno na sala de aula baseia-se néo sé nas suas experiéncias e
conhecimentos prévios mas também no desenvolvimento pessoal do mesmo aluno. |
Sobre o ensino de limites no Ensino Secundario, Huillet & Mutemba (1999) afirmam que os

livros que as escolas secundarias mogambicanas vinham usando desde a décadade 80 até




meados da década de 90 eram manuais elaborados com vista a contornar o problema de falta
de livros nessa época, em que o quadro predominante era o quadro algébrico. Os alunos que
estudaram através desses manuais aprenderam a resolver exercicios ou problemas de limites
de fungdes com base na aplicagdo directa de férmulas matematicas (pensamento dedutivo).
Este método de ensino do conceito de limite reflecte a alternativa de ensino deste conceito
mais usada em Mogambique.

A pesquisa analisou o programa de Matematica, os cadernos de alguns alunos € fez uma
consulta aos professores da 12" classe do Ensino Secundario Geral do Segundo Ciclo (ESG2)

para se entender como este conceito era introduzido na sala de aula.

L.2.1 Andlise do programa
O conceito de limite comega a ser introduzido na unidade didactica “SUCESSOES” do
programa de Matematica da 12* classe do ESG2. Nas orientagdes metodolégicas desta unidade
recomenda-se que
“o professor deve fazer os possiveis para que os alunos compreendam a nogdo de limite
duma sucessdo e ndo se limitem a memorizar a defini¢do que em geral eles ndo sabem
explicar. Para tal, a representagdo grdfica é muito util e esclarecedora e serve para criar
a nogdo intuitiva de limite” (MINED, 1997, p.31).
Contudo, o programa nio faz mencéo desta definigao de limite de uma sucessdo que os alunos
nio sabem explicar.
Os conteidos da unidade didactica “LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNGOES”
preconizam o seguinte como orientagdo pedagogica:
“Q professor deve tentar primeiro dar uma ideia intuitiva deste conceito e a seguir tentar construir
com base nesta ideia inicial, a definigdo -propriamenle. Ndo tem qualquer sentido exigir que os
alunos memorizem a definigdo sem entenderem o que estdo a dizer. Para chegar a definigdo, pode-
se tomar uma funcdo qualquer, constituir uma sucessdo de valores de x tendente para um certo
valor a e verificar que a esta sucessdo corresponde uma sucessdo de valores de f{x) tendente para
um certo b. Neste caso, b serd o limite de f{x) quando x tender para a” (MINED, 1997, p.32)
Desta citagfio, estd claro que nas escolas mogambicanas a definigdo formal de limite de uma
fungio d eve ser dada a partir de uma ideia intuitiva do conceito. Este programa de ensino
também preconiza, como objectivos especificos de ensino de limites, o seguinte:
“O aluno deve ser capaz de:

- explicar a nogdo de limite duma fungdo;




definir o limite duma fungdo f{x) quando x — a sendo a um valor finito e quando
x> w;
determinar o limite duma fungdo nos dois casos indicados no objectivo anterior;
explicar e aplicar as regras das operagées com limites de fun¢des;
identificar as formas indeterminadas de limite de funcoes;
levantar as indeterminagoes;
calcular limites laterais;
identificar, justificar e aplicar os limites notaveis:
1

1im(1 + l) =e; imZ™ = 1; lim(1+x)s =e” (MINED, 1997, p. 31).

-0 X =0 x x—=0

Sobre estes objectivos especificos, o programa nao sugere as propriedades que devem ser
ensinadas, que regras devem ser aplicadas para o cdlculo de limites notaveis bem como para o
levantamento de indeterminagdes, nem se refere a leitura de limites nos graficos.

Destes objectivos especificos, depreende-se que, depois de um professor ter ensinado a
definigio de limite, deve prestar maior atengdo a resolugdo de exercicios que envolvem a
aplicagdo de algoritmos ou regras de calculo de limites. Sendo assim, o quadro algébrico € o
privilegiado do programa.

O Colégio Kitabu, uma escola privada mogambicana, usa ¢ mesmo programa de Matematica
mas com uma dosificagio diferente. Segundo a dosificagdo do programa de Matematica da 12°
classe deste colégio, a unidade didactica ‘Limites’ é do primeiro semestre e introduz-se
simultaneamente com o estudo das fun¢des lineares. A introdugdo de limites € feita
intuitivamente evitando, contudo, a definigio formal em linguagem £/J . A razio apresentada
por alguns professores desta escola € de que os alunos nao compreendem a defini¢do por esta
ser muito dificil.

Sumarizando, o programa de Matematica das escolas mocambicanas, na unidade didéctica
“Limites”:, recomenda que deve ser dada a defini¢do de limite de uma fun¢do sem contudo se
especificar tal definigio. Porém, o programa recomenda que a introdugdo seja feita

intuitivamente.




1.2.2 Andlise dos cadernos didrios dos alunos

Qs cademos analisados foram de alunos de turmas diferentes de algumas escolas
mogambicanas, nomeadamente, E scola Secundaria Francisco Manyanga, Escola Secundaria
Josina Machel, Escola Secundéria da Polana, Liceu Alvorada e Colégio Kitabu. Esses alunos
prontificaram-se a ceder temporariamente os seus cadernos a pesquisadora, para efeitos desta
investiga¢do. Assim, foram recolhidos cinco cadernos dos alunos da escola secundaria
Francisco Manyanga, dois do curso diurno e trés do curso nocturno; quatro da escola
secundaria Josina Machel, sendo dois do curso diurno e outros dois do curso nocturno; dois
cadernos dos alunos do Liceu Alvorada; dois do Liceu Polana e trés do colégio Kitabu, sendo
que os alunos sdo de professores diferentes.

Os cadernos revelam que a introdugio do conceito de limite de uma fungio ¢ feita de acordo
com o programa de ensino. A introduc@o intuitiva é feita de diferentes maneiras. Alguns
cadernos mostram que a introdugdo é feita comegando com uma ilustragdo grafica enquanto
que outros se limitam & definig3o em linguagem simbdlica. Dois cadernos recolhidos na
Escola Francisco Manyanga indicam que o conceito de limite € introduzido a partir duma
sucessio de niimeros naturais e finalmente é dada a definigdo de Weierstrasse, ou seja, £/6.

Um caderno mostra que se recorre ao grafico de uma fungfo linear ¢ termina pela notagdo
lim f(x)=6b.

x—a

Qutros dois cadernos mostram que o conceito é introduzido através de uma fungfio quadratica,

para no fim se fazer a defini¢@o de limite de uma fungio da seguinte maneira:

limf(x)=b << Ve>0, 36>0 : lx—al<§ = If(x)—l|<g

X—a

Em relag@o aos cadernos de alguns alunos da escola Josina Machel, dois deles apresentam a
mesma forma de introdugfio do conceito de limite. Num caderno o conceito ¢ introduzido
através da fun¢io quadratica e utiliza 0 quadro numérico. Um dnico caderno € que mostra que
se introduz o conceito de limite através da defini¢do £/6 .

Nos cadernos das escolas Polana e Alvorada, o conceito é introduzido como nos cadernos dos
alunos das escolas acima mencionadas. O colégio Kitabu tem uma dosificagdo do programa
diferente da dosificagiio em uso nas outras escolas e a introdugéo do conceito € feita através de

uma fungdo linear do tipo y =ax+b. Dos trés cadernos do Colégio Kitabu, dois mostram que

o conceito de limite de uma fungfo € introduzido na altura em que se introduz o conceito de

fungdio linear. Neste caso, esboga-se o grafico da fungdo, faz-se o estudo tanto do




comportamento como do limite da fungdo nas extremidades da recta (para o mais infinito e
para o menos infinito} e num ponto qualquer do grafico. Um cademno deste Colégio mostra que
o conceito de limite de uma fung#o ¢ introduzido depois da abordagem da unidade didactica
“FUNCOES”. Segundo este caderno, a maneira de introduzir o conceito de limite assemelha-
se a usada nas outras escolas secundarias mogambicanas. Entretanto, em nenhum caderno do

Colégio Kitabu o conceito de limite foi introduzido a partir da definigdo, utilizando-se apenas

os esbogos de graficos de fungdes lineares e, partindo da notagfio lim f(x) =5, utiliza-se o
X=ra

método numérico para calcular o limite.
A seguir sdo apresentados alguns extractos de cademnos ilustrativos das formas como o

conceito de hmite € introduzido nas respectivas escolas.
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Fig. 1.1 Introdugdo a partir da defini¢io formal em linguagem &/ & e ilustragdo gréfica

O conceito de limite de uma fungio, segundo o extracto da Fig 1.1, € introduzido utilizando a

linguageme /S e o grafico de uma fungio flx), exemplificando a seguir a aplicagdo da




definigio. No exemplo, nio se explica o significado de |x—a| <& . A demonstragio termina

com a determinagio do intervalo 0 <x <4 obtido a partir de £ =6 sem se fazer mengéo da

implicac¢do | f(x)- b| <gE= |x - a| <¢, incorrectamente usada na definigdo de limite

estabelecida na Figura 1.1. Como se vé nesta defini¢do de limite de uma fung¢do, ha ainda

dificuldades em definir limite de uma fun¢io em linguagem simbdlica £/85.
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Fig. 1.2 Introdugio a partir de uma sucessdo de nimeros reais e definigio em linguagem £/6

A introdugio do conceito de limite de uma fungéo, segundo a Fig. 1.2, ¢ feita a partir de uma
sucessdo usando também a linguageme/&, ndo tendo usado nenhuma ilustragdo grafica.
Entretanto, verifica-se que foi estabelecida uma ligagfio do conceito de limite de uma fungdo e

o conceito de sucessio, que o aluno ja aprendeu na unidade didactica Sucessdes.
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Fig. 1.3 Introdugdo a partir de uma definigdo intuitiva

Conforme a Fig. 1.3, o conceito ¢ introduzido sem nenhuma ilustragio grafica. Escreveu-se
apenas o enunciado da definigdo de limite de uma fungéo nfio se dando nenhum exemplo de

aplicagiio da definigdo, passando-se logo a seguir para tipos de indeterminagéo.
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Fig. 1.4 Introdugdo do conceito de limite a partir de esbogos de graficos




A introducdo do conceito de limite de uma fungdo, segundo a Fig. 1.4, ¢ feita a partir de
ilustracio de esbogos de varios graficos. Nesta figura pode-se observar também o uso
incorrecto do quantificador existencial. Por exemplo, nesta figura, o segundo membro da
titima igualdade é um quantificador existencial. Isto mostra que na introdug3o do conceito de
limite de uma funcdo ha também dificuldades de uso de simbolos, o que até certo ponto pode
dificultar a compreensio deste conceito pelos alunos ou induzi-los a um uso incorrecto desses

simbolos em ocasides futuras ou em situagdes diferentes.
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Fig. 1.5 Introdugfio do conceito de limite através de uma sucessdo

Segundo o extracto do caderno apresentado na Fig.1.5, a introdugfo ¢ feita através do termo
geral de uma sucessio em que ¢ dada uma sucessdo de valores que converge para um ponto
onde se pretende determinar o limite. No canto inferior direito desta figura, observa-se uma

representagio grafica de alguns pontos (valores) da fungdo flx) = x* a direita do ponto da




abcissa x = 2, onde se pretende calcular o limite. Ndo foram representadas neste grifico as
imagens dos pontos da vizinhanga a esquerda do ponto dois. O grafico néo esta completo € ndo

permite perceber se os limites laterais sdo ou ndio iguais a quatro nesse ponto.

Concluindo, segundo a analise dos cadernos, o conceito de limite de uma func¢#o ¢ introduzido
de varias formas. Em alguns casos mostra-se primeiro a defini¢do e em seguida propriedades ¢
célculos algébricos, noutros mostra-se primeiro a ilustragdo grafica depois a definigio,
calculos e suas propriedades. Nota-se também que o método grafico usado para a introdugdo
do conceito de limite sdo esbogos ndo perfeitos e pouco ajudam a compreensio do conceito
pelos alunos. Alguns cadernos mostram que depois de ter sido dada a defini¢do de limite, que

tanto pode ser em linguagem £/& ou somente em forma de notagdo lim f(x) =&, passa-se

para o calculo de limites de expressdes algébricas incluindo o levantamento de

indeterminag¢des usando regras algébricas.

Depois de ter sido concluida a andlise d os c ademos d os alunos foi feita uma c onsulta a os
professores, com vista a obter mais informagao sobre como a introdugéo do conceito de limite

¢ feita nas escolas mogambicanas.

1.2.3 Consulta aos prafessores

A consulta foi feita através de um questionario (ver anexo ) o qual permitiu recolher opinides
e percepgdes dos professores sobre a introdugdo do conceito de limite de uma fungdo nas
escolas mogambicanas. Foi distribuido por onze professores de algumas escolas da cidade de
Maputo. Consistiu de quatro grupos de perguntas, destacando-se o tipo de quadros € métodos
usados na introdugdo do conceito.

No que concerne 4 informagdo recolhida, foi observada a ética, isto ¢, os dados recolhidos
através do questionario ndo foram usados para outros fins senfio para os da pesquisa.
Relativamente ao primeiro grupo de perguntas (Métodos de Introdugio do conceito “limite de
uma fungdo”), em geral, nota-se o predominio do método grafico (dado um grafico de uma
fungdo, determina-se, no grafico, o limite desta fun¢do num dado ponto) e do métedo
numérico (dada uma sucessdo de valores determina-se o limite da sucessdo). Todos os
professores consultados afirmaram utilizar os métodos numérico e grafico ou vice versa na

introdugdo do conceito de limite de uma fungiio porque facilitam a compreensio deste




conceito pelos alunos, através da visualizagdo. Por exemplo, os professores B, E ¢ F
Jjustificaram o uso dos métodos grafico e numérico na introdugdo do conceito de limite de uma
fun¢do de seguinte maneira:

Professor B: “Permite melhor compreensdo e ao mesmo tempo a visualizacdo da nogdo do
conceito através da construgdo do grafico usando a sucessdo de valores de x
convergentes para um certo valor a, o que corresponde a outra sucessdo de
valores de y tendente para um certo valor b”.

Professor E: “ A partir do grdfico previamente construido por dados da tabela, preenchida
com calculos numericos, para valores de uma funcdo elementar, os estudantes
controlam como variam as grandezas de f(x) a medida que varia x nas
proximidades de um certo valor”.

Professor F: “Utilizo 0 método grafico e numérico, para a introdugdo do conceito de limite,
porque a combinagcdo de diferentes modelos ¢ motivante e facilita a
aprendizagem”.

Embora as respostas dos professores ao questionario mostrem que os métodos de introdugio

do conceito de limite de uma fung&o siio o numérico € o grafico, a analise dos cadernos mostra

que o método grafico é o menos usado.

E de salientar que os cadernos dos alunos ndo apresentam outros graficos sendo ofs) tinico(s)

usado(s) como exemplo no momento da introdugdio do conceito. Posto isto, os restantes

exemplos sdo de calculo de limites de expressdes algébricas aplicando férmulas ou algoritmos
matematicos.

.Na segunda pergunta, pretendia-se saber dos professores se utilizam alguma definigéio. Em

caso afirmativo, deveriam apresentar a definig@o e a respectiva justificagio.

Relativamente a esta pergunta, em geral, os professores, & excep¢io de dois da escola Kitabu,

responderam afirmativamente. De facto, a analise dos cademos dos alunos da ¢scola onde

trabalham os dois professores mostrou que o conceito de limite € introduzido partindo de

exemplos concretos que envolvem a aplicagdo da notagio lim f(x)=b, isto é, os valores de a
X—=ra
e bem limf(x)=» sempre aparecem como constantes numéricas bem determinadas ou
X—ra

como simbolos —w0, +o ou o. Portanto, o que se evitou nesses cadernos foi o uso da
definigdo €/5 .

A seguir apresentam-se exemplos de definigdes dadas por trés professores:




Professor A: “Diz-se que a fungdo f tem por limite b quando x tende para a (x - a)} se e s¢

de valores de x (distintos de

se a toda sucessdo X, X,, Xyy..X,

a € D) tendente para a corresponde uma sucessao f(x), f(x;)s..., f(x,)
tendente para b. Isto é: lim f(x)=b".

Professor B: “Um numero b € limite da sucessdo y = f(x) quando x tende para a a€ IR, se
fixado arbitrariamente € >0 existir uma correspondéncia ou conveniente 0 >0

tal que para Nx # a com |x— a| <& tivermos | f(x) —b| <g”.

Professor C: “Um numero b denomina-se valor limite de uma fungdo y = f(x)se para

qualquer sucessdo dos valores do argumento convergente para a, a sucessdo

correspondente dos valores da fungdo converge para b. O que significa que para
qualquer valor &€ > Q existe um 6 >0 tal que o |x—a] <6 = ]f(x) —bI <g.”

Por falta de clareza do proprio programa, face a definigdo formal de limite de uma fungio,
verifica-se a falta de uniformidade na definigdo deste conceito.

Na quarta pergunta, na qual os professores deviam dar exemplos de graficos que tém usado
para e xplicar e ste ¢ onceito, d eram e xemplos d e graficos de fungdes lineares, quadraticas e
racionais do tipo +h .

cx+d

A pergunta 5, se os professores utilizavam outras formas de introdugdo do conceito,
responderam negativamente, ¢ um deles justificou que o programa os limitava aos metodos
numérico ¢ grafico.

Ninguém respondeu a pergunta 6 (caso afirmativo, comparando as varias formas de introdugao
do conceito em qual delas é que os seus alunos aprendem com mais facilidade o conceito? E
quais?). Esta pergunta é uma continuagdo da pergunta 5. Os professores nio apresentam outras
formas de introducgdo do conceito, sendo aquelas que ja mencionaram. Consequentemente ndo
faz sentido dar resposta a esta ﬁergunta.

Quanto & Pergunta 7, sobre o que poderia estimular a aprendizagem dos alunos, ou ajuda-los a
compreender o conceito, os professores deram diferentes opinides. Por exemplo:

Professor D:  através do grifico o aluno percebe melhor o conceito”

Professor E: “devem ser dados problemas concretos e resolvidos pelo método numérico”.

Professor G: “Uso de um software sobre limites”.




Analisando estas respostas, depreende-se que os professores sustentam opinides diferentes, por
exemplo, o uso de ilustragio grafica, de um software de computador e resolugdo de problemas
concretos pelo método numérico.

Se o contettdo ‘Limites’ estava ou nfio bem ajustado no programa de ensino (pergunta 8), seis

dos onze professores que responderam ao questionario afirmaram que o conteiido tinha sido

bem ajustado pela entidade que desenhou o programa, 4 excepgio do professor F, que sugeriu
que o conceito de limite de uma fungdo deveria ser introduzido logo no primeiro semestre da

12 classe, a0 mesmo tempo que se faz a introdugio do estudo de fungdes, e continuar o ensino

deste conceito ao longo de todo o ano lectivo. Este professor pertence a escolaque usao

programa com uma dosificagéo diferente.

Sobre se se achava indispensavel ensinar o conceito de limite de uma fungio a partir da

definigiio (pergunta 9), quatro professores responderam afirmativamente sustentando que a

definicio deveria ser aprendida pelo aluno na sala de aula, ndo se limitando este a calculos

algébricos de limites e a ilustragdo grafica.

Trés professores responderam que ndo era indispensavel o ensino da defini¢do de limite de

uma fungio, porque ela é muito dificil de ser compreendida pelo aluno que ouve este conceito

pela primeira vez na sala de aula, o que pode conduzir & memorizagdo do conceito. Como
exemplo, eis algumas respostas:

Professor I: *“ Sim. Uma definigdo é sempre uma defini¢do. E importante que os alunos saibam
0 que é que estd por detrds do limite. Ndo devem calcular limites
mecanicamente”.

Professor D: “Ndo. Porque o conceito é muito tedrico e o aluno que acaba de ingressar na 12°
classe é dificil entender”.

Professor F: “Ndo. Neste nivel os alunos ndo estdo aptos a perceber a defini¢do apenas
limitam-se a memoriza-la”.

Esta divergéncia de opinido é reflectida nos cadernos dos alunos, uma vez que nuns o conceito

de limite de uma fungdo é introduzido a partir da definigdo formal enquanto que noutros €

introduzido sem a definigdo.

No segundo grupo de perguntas (Programa de ensino), trés professofes responderam que esta

unidade didactica estava bem posicionada no programa.

Estes s30 os argumentos dados pelos professores em relago ao programa de ensino.

Professor B: “Nesta altura os alunos possuem bases suficientes para entender o tema”.




Professor D: “Porque os alunos estdo todo o ano a tratar funges, monotonia, graficos e
problemas conducentes a fungoes”.

Professor E: “No fim do 1° semesire é introduzido o conceito de limite de uma sucessdo. Os
alunos adquirem habilidades de cdlculo, familiarizam-se com a nogdo de limite.
No 2° semestre ja estdo em condigées de perceber o conceito de limite de uma
Sfungdo”.

Estas r espostas m ostram que os professores concordam com a sequéncia dos contetidos do

programa.

Sobre a carga horaria, esta é considerada muito reduzida. Esta ¢ a opimifio de alguns

professores consultados.

Professor A: “Ndo é suficiente. Apesar de os professores cumprirem com o programa os
alunos ndo tém muito tempo na resolugdo de varios exercicios”.

Professor E: “Ndo é suficiente, factor tempo. O conceito de limite é complicado e vasto, sendo
assim o professor precisaria de muito tempo para fazer entender o conceito ao
aluno”.

As respostas dos professores mostram que ha exiguidade de tempo tanto para a exercitagdo

como para a aprendizagem do conceito. Estas respostas confirmam a dificuldade de

aprendizagem do conceito de limite pelos alunos. Os restantes trés professores responderam
que a carga horaria é suficiente mas n&o c omentaram nada em relagao a aprendizagem do

conceito. Quatro ndo responderam a esta pergunta.

Em relagio ao terceiro grupo de perguntas (Aprendizagem do conceito “limite de uma fung¢o™

pelos alunos), a maioria dos professores afirmou que o conceito ndo € bem percebido pelos
alunos por ser muito abstracto. Os alunos nfo se sentem motivados com este conceito ¢ o grau
de aprendizagem é menor quando o mesmo ¢ introduzido a partir da defini¢ao formal /4.

O professor F é de opinido que a conjugagdo de vérios métodos pode motivar os alunos ¢
consequentemente melthorar o grau de aprendizagem do conceito de limite.

Relativamente & pergunta 2 do terceiro grupo, se os alunos sabem ou ndo interpretar
geometrica e numeticamente o limite de uma dada fung&o, alguns professores afirmaram que
os alunos nio sabiam interpretar geometricamente o limite, porque estavam habituados a
calcular limites aplicando as propriedades e regras algebricas.

Como comentarios, trés professores afirmaram que a definigdo formal £/ era muito pouco

usada. Os exercicios praticos estdo mais relacionados com célculos algébricos de limites do




que com a definigio. Esta aparece apenas na fase em que ¢ feita a introdugio deste conceito,

pelo que devia ser evitada.

No quarto grupo pedia-se aos professores que fizessem comentarios adicionais. Eis o que

alguns respondentes comentaram:

Professor D: “O conceito de limite por si s6 é complicado e vasto. Sendo assim precisava de
mais tempo para o professor conseguir recorrer a todos os métodos de ensino
deste conceito”.

Professor E: “A aprendizagem do conceito ¢ interessante para o aluno quando lhe é dada a
oportunidade de compreendé-lo gracas a interpretagdo e andlise do grdfico e
do quadro numérico, deve-se no entanto ser evitada a introdugdo deste conceito
duma forma, classicamente, expositiva’.

Professor F: “O conceito de limite de uma fungdo deveria ser dado no inicio da 12° classe e,
ir-se empregando no estudo das fung¢ées ao longo do ano. Isto ajuda o aluno a
interpretar c ada fung¢do mediante o seu limite. D eve ser encarado como uma
componente no estudo de uma fungdo”.

Professor H: “Motivar os alunos na aprendizagem do conceito conduzindo-os a dar o seu
ponto de vista sobre o conceito de limite”.

Em poucas palavras estes professores dio as seguintes opinides:

- o conceito de limite deve ser introduzido partindo duma ilustragio grafica que permita o

aluno compreender o conceito;

a carga horaria atribuida 4 unidade didactica “limites e continuidades” € reduzida ¢ esta
deveria ser dada a partir do inicio do ano lectivo;

os professores deveriam motivar os alunos com exemplos concretos dados pelos proprios
alunos.

Segundo estes comentarios, fica-se com a sensagdo de que os professores sentem que o ensino

deste conceito deve ser melhorado comegando pelo programa aos métodos usados pelos

professores na sala de aula.

1.2.4 Confrontagdo

O resultado da analise dos cadernos mostra que o conceito de limite de uma fungdo €
introduzido de varias formas: quer através da definigiio formal &/6&, quer através de uma

sucessdo, quer ainda através da notagio lim f(x)=5.
X—=a




Um exemplo do tipo de grafico que os professores dizem usar na introdug@o do conceito sdo
os esbogos ilustrados nas figuras 5.1, 5.4 e 5.5. Apds a introdugiio do conceito o passo
seguinte, conforme os cademos analisados, ¢ o calculo de limites € o levantamento de
indeterminagdes (ver Fig. 1.3) aplicando algoritmos matematicos. A analise dos cadernos e do
questionario permite afirmar que os professores se sentem pressionados pela exiguidade de
tempo disponibilizado para o ensino desta unidade, pois este conteido é o peniltimo do
programa de Matematica da 12" classe e da-se numa altura em que estio préoximos os exames
finais, para os quais os alunos devem estar preparados.

No capitulo II vem descrito o estudo feito por Huillet & Mutemba (1999) sobre o ensino do

conceito de limite em Mogambique. De acordo com este estudo as escolas secundarias em

Mogambique nio utilizam diferentes quadros ou a combinag@o desses quadros no ensino deste

conceito. A andlise dos cadernos diarios dos alunos confirmou este facto, mostrando que os

professores, apesar de introduzirem o conceito de diferentes maneiras, nio usam a

combinagio de quadros. A complexidade do conceito de limite de uma fungdo faz com que os

alunos nio compreendam o conceito. Vejamos um dos argumentos dados pelo Professor D no
questionario que preencheu a respeito da complexidade do conceito:

Professor D: “O conceito de limite por si so é complicado e vasto. Sendo assim precisava de
mais tempo para o professor conseguir recorrer a todos os métodos de ensino
deste conceito”.

Segundo este professor, a exiguidade do tempo ¢ um dos factores que limitam o uso de varios

quadros no ensino do conceito.

Sobre o fraco uso do método grafico na sala de aula, Huillet & Mutemba (1999} afirmam:

“A ligagdo entre o quadro algébrico e o quadro grdfico € muito fraca. O quadro numérico
é por vezes sugerido pelo programa mas ndo aparece como uma base solida para a
compreensdo do conceito de limite. Como consequéncia, em Mogambique, os alunos sdo
induzidos a aprender limites de fungées pelos métodos algébricos™.

A pesquisa chegou também a este resultado através da analise dos cadernos e dos

questionarios.

A anilise dos cademos dos alunos, da consulta aos professores ¢ da revisdo da literatura

permitiu encontrar as vérias alternativas de introdugdo do conceito de limite de uma fungio

usadas pelos professores na sala de aula.




\

Qutros contextos

Dadas as dificuldades relacionadas com o ensino do conceito de limite de uma fungdo
encontradas no contexto mogambicano, a pesquisa procurou na literatura outras formas ou
alternativas de introdugiio deste conceito. As varias de introdugfio do conceito de limite de
uma fungio que este capitulo apresenta foram seleccionadas com base na analise do programa,
dos cademos dos alunos, d o q uestionario e da revisio d a literatura. E sta selecgfio foi feita
tendo também em consideragio o nivel de escolaridade dos alunos da 12* classe.

A primeira alternativa esta relacionada com a recta tangente (quadro geométrico), a segunda
com grafico e intervalos (quadro grafico), a terceira com fung#o racional (quadro numérico), a
quarta com a velocidade instantinea (quadro cinematico), e a quinta com a combinagio dos

quadros grafico, numérico e defini¢do formal.

1.3 Diferentes maneiras de introducio do conceito de limite de uma funcio

1.3.1 Introducdo do conceito de limite através da recta tangente (quadro geométrico}

O conceito de limite pode ser introduzido a partir do conceito de tangente num determinado
ponto de uma curva ou do grafico de uma fungéo (Avila, 1998). Avila considera que o declive
¢ um limite. Assim, ele apresenta primeiro a curva de uma determinada fung@o fem que a ¢

f(a) sdo as coordenadas de um ponto P dessa curva, em que se pretende tragar a tangente.

Considera ainda um outro ponto Q' da mesma curva, cujas coordenadas sdo a+h ¢ f(a+h).

fla+h)-fla)
h

O declive da recta secante P é dado pelo quociente (ver Fig. 1.6), que ele

chama de razdio incremental. E razdo incremental porque 4 ¢ um incremento que se da a

abcissa de P para obter a abcissa de Q. Em consequéncia, o incremento da fungio

éf(a+h)-f(a).
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Fig. 1.6 Determinagdo da tangente no ponto P quando o ponto { se aproxima de P pela direita

Avila faz deslocar o ponto Q ao longo da curva, aproximando-o do ponte P fixo. O ponto
aproxima-se de P passando por successivas posi¢des Q,, @,, O,,.... A secante PQ vai

tomar as posigdes PQ,, PQ@,, PQ,,.. Quando o ponto Q atingiro ponto P, o declive da

recta PQ sera m. O niimero m ¢ também chamado declive da curva no ponto P . Acontecendo
o acima descrito, Avila afirma o seguinte: “A recta tangente & curva no ponto P é a recta que

passa por P e cujo declive ou coeficiente angular é m."” ( Avila 1998, p. 49).

O declive é um limite

Quando @ se aproxima de P, a abcissa a+h aproxima-se de a € a secante PQ vai-se
aproximando da tangente no ponto P. A medida que a+h se aproxima de a, a diferenca
h=(a+h)-a aproxima-se cada vez mais de zero ¢ a inclinag@io da secante PQ aproxima-se
da inclinag3o da tangente no ponto P. Quando # = 0, a secante PQ ea tangente no ponto P

sobrepdem-se, isto é, tém a mesma inclinagio ou declive (nimero finito m), pelo que a razdo

Sla+h)-f(a)
h

incremental ¢ o valor numérico da inclinagéo da recta tangente no ponto P

quando / tende para zero.




tangente

Fig.1.7 Determinagdo da tangente no ponto P quando o ponto { se aproxima de P pela esquerda

Segundo Avila (1998, p.50), “quando h— 0 e a razdo incremental se aproxima de um valor

finito m, diz-se que m é o limite da razdo incremental quando h tende para zero, e escreve-se

m=]imf(a+hz_f(a).

A=}

O simbolo “Lim" significa “limite quando h tende para zero'.” (p. 50)
-0
Observagio: # deve ser diferente de zero na razio incremental, porque a razio incremental

nio faz sentido para A=0, pois ter-se-ia % Como exemplo, Avila da o grafico da fungdo

quadratica f(x)==x* (ver Fig. 1.8) com a recta tangente no ponto de coordenadas (1,1).

Pretende-se determinar a inclinagfio desta recta tangente no ponto de abcissa x=1.

y=2x-1

/2
/

Fig. 1.8 Determinagio da tangente no ponto (1,1) do grafico f(x) = x?




Temos f(1+h)=(1+h)’> =1+2h+h*, 0 que implica:
2
f(1+h; f(l)=2h;h =h(2;—h)=2+h

A expressdo 2+h aproxima-se do valor 2 quando h — 0, de modo que se pode escrever

m= limM=2.

h=—0 h

Este limite significa que a recta tangente ao grafico no ponto de abcissa x=1 tem como

inclinagdo ou declive m = 2. Portanto, o declive m da recta tangente num ponto a do grafico

de uma fung3o /¢ o limite da razio incremental flat h; — /(@) quando a diferenga #—> 0.

Da Geometria Analitica pode-se mostrar que a expressdo analitica da recta tangente no ponto

P(1,]) da pardbola y=x* é y=2x-1.

Esta alternativa exige do professor uma ligagio entre o conceito de declive e o conceito de

limite. Para que os alunos entendam o conceito de limite através da recta tangente, €

necessario que tenham a nogéo de declive, de recta tangente e de secante, de movimento de
um ponto ao longo de uma trajectoria curva e de angulo formado por uma recta € o eixo das
abcissas (Angulo negativo e angulo positivo). E facil introduzir o conceito de limite através da
recta tangente porque os alunos ja conhecem 0s conceitos de inclinagdo, declive ou coeficiente
angular, as razdes trigonométricas de um angulo agudo de um tridngulo rectangulo e sua
aplicagio em problemas concretos de Fisica (10° classe), quando calculam a posi¢do de um
ponto material em relagio a um observador.

A introdugao do conceito de limite de uma fung@o a partir da recta tangente ¢ vantajosa porque
o conceito de derivada num dado ponto, a ser introduzido, segundo o programa da 12° classe,
depois da unidade didactica LIMITES, podera ser introduzido a partir dos conceitos de
declive, de tangente num dado ponto ou de limite da razdo incremental (quando / tende para
zero). A dificuldade que pode surgir na introdugdo do conceito de limite a partir da recta
tangente ¢, talvez, a abstracgéio que o aluno tera que fazer sobre o movimento do ponto Q a0
longo da curva em direcg3io ao ponto P fixo (onde se pretende' determinar o limite) € das
diminuigdes em valor numérico tanto dos declives como das respectivas secantes QP (o0s
comprimentos das secantes QP vao sendo cada vez menores tendendo para zero a medida que

o ponto Q) se aproxima de P).




1.3.2 Introdugio do conceito de limite através de um grifico (quadro grdfico)

O conceito de limite de uma fung3o pode ser introduzido a partir de um grafico em que se
considera uma abcissa xg previamente seleccionada (Protter & Morrey, 1977).

Por exemplo, Protter & Morrey consideram o grafico da fungdio quadratica dada pela

expressio analitica y = f(x) = _2x* +8x—4, x=3 aabcissa de um ponto do grafico ¢ um

intervalo que contém o 3, por exemplo [1; 4].

Fig. 1.9 Determinagdo de limite de f(x} = —2x? +8x—-4 quando x — 3

através de um grafico no intervalo [1,4]

O grafico, neste intervalo, atinge o seu méaximo no ponto em que a abcissa é x=2 e a

ordenada é f(2) = 4, e o valor minimo para x = 4 quando y=-4 (Fig. 1.9).

A seguir reduz-se ainda o intervalo anterjormente considerado, mantendo sempre a abcissa

x =3 dentro do novo intervalo. Considere-se, agora, o intervaio limitado pelas rectas verticais

1 1 . . )
de equagdo x=2— ¢ x=35. Estas duas rectas intersectam o grafico nos pontos cujas

. 1 1 . .
ordenadas sdo, respectivamente, y = 3-2— g y= —5 A porgio de grafico compreendida neste

novo intervalo esta ilustrada na Fig. 1.10.




Fig. 1.10 Determinagdo de limite de f(x) = -2x* +8x—4 quando x = 3

através de um grafico no intervalo [2,5; 3,5]

A Fig. 1.11 mostra a porgio do grafico quando o intervalo que contém a abcissa x =3 vai de

x=29ax=31londe y=238¢ y= —1,58 sio as respectivas ordenadas.

Fig. 1.11 Determinagdo de limite de f(x) = ~2x% +8x -4 quando x — 3

através de um grafico no intervalo {2,9; 3,1}

Verifica-se que, 4 medida em que a amplitude do intervalo que contém a abcissa x=3 se

torna cada vez menor, isto é, aproximando-se de zero, 0s valores da fun¢fo se aproximam de




um mesmo valor que, neste caso, é y = 2. Este valor ¢ o limite da fungdo f{x) quando x tende

para 3, ¢ escreve-se lin} f(x)=2.

Generalizando, se uma fungio f esta definida para valores de x préximos do nimero fixo a,
e se, quandox tende para a, os valores de f(x) se aproximam cada vez mais de um numero

especifico L, escreve-se lim f(x)=L ¢ le-se: “Limite de f(x) quando x tende para a ¢L™.

X-+d

Entio, lim f(x) = L significa que se x estd muito proximo de a, f(x) estd proximo de L.

Esta forma de introdugdo do conceito de limite permite visualizar a por¢io do grafico que

contém o ponto de abcissa X, =a no qual se pretende achar o limite. A diminuigao do
tamanho do intervalo, que contém o ponto x, =a, tanto a esquerda como a direita, &€ um pré-

requisito para a introdugdo do conceito de limites laterais. Para a introdugio do conceito de
limite a partir desta alternativa, € recomendavel que o grafico seja simples, isto &, duma
funcdo simples, como, por exemplo, o grafico de uma fungfo linear, quadratica, ou ciibica.
Esta alternativa permite usar valores arbitrarios do dominio da fung¢dio para se obter as
imagens correspondentes dos extremos do novo intervalo seleccionado, o que permite analisar
para que valor tendem essas imagens 3 medida que o tamanho de cada intervalo que contém o

ponto x, se torna cada vez menor (tende para zero).

Esta alternativa é vantajosa uma vez que o aluno pode determinar o limite sem ter que recorrer
a calculos. As diminui¢des sucessivas dos intervalos que contém o ponto de abcissa em que
se pretende achar o limite conduzi-lo-o ao valor do limite nesse ponto.

A desvantagem desta alternativa € de consumir muito tempo, uma vez que ¢ necessdrio
desenhar porgdes de graficos e fazer calculos. Para contornar este problema, o professor pode
desenhar estas porgdes do grafico em papel transparente € apresenta-las na sala de aula com
auxilio de um retroprojector ou ainda, recorrendo ao cartaz, 0 professor pode desenhar porgdes
de graficos para mostrar aos alunos as sucessivas d iminuicdes. T ambém p ode ser usado o
computador caso a escola disponha de uma sala de informatica onde os alunos aprendam a
trabalhar com o computador. Existem muitos programas de computador desenhados para o
ensino ¢ apredizagem de limites, no caso vertente, o programa ¢ 0 MathGV. A construgdo de
graficos e andlise de limites ¢ muito facilitada pela rapidez de processamento que O

computador oferece.




1.3.3 Introdugdo do conceito de limite através de uma fungdo racional (quadro numérico)

P(x)

Uma funcfio racional é uma fungdo do tipo f (x)=-§(—3 onde P(x) € O(x) sido expressdes
X

polinomiais e, em particular, Q(x)=#0. E importante que se recorde que o denominador de

uma fracgio nio deve ser igual a zero. Portanto, deve-se determinar, em primeiro lugar, o

dominio da expressdc racional antes da determinacio do seu limite. Assim, a fungio

f(x)= Pix) nio esta definida para valores de x que anulam o denominador. Por exemplo,

2 —
seja dada a fungfo f definida por fx)= f—ix—l—z— (Hoffmann & Bradley, 1996). A fungio f
x —_—

ndo esta definida no ponto da abeissa x = 1. Que valores é que esta fungio toma para valores
de x que se encontram nas proximidades do ponto x = 17 Alguns valores de f{x) podem ser

obtidos atribuindo a x alguns valores que se situam muito préximos de x = 1 tanto a sua

esquerda como & sua direita. Os valores obtidos a partir da substitui¢do representam o

comportamento da fungdo f quando “x tende para 1™

x 0,8 10,9 [0,9510,99 0,999 1,001 [ 1,01 | 1,05 [ 1,1
fix) 12,8 2,9 [2,95{2,99 2,999 3,001 13,01 | 3,05 3,10

Estes valores sugerem que f(x) se aproxima do numero 3 quando x tende para 1 de ambos
os lados. Este comportamento pode ser descrito da seguinte forma: “O limite de f(x) quando

x tendeparal ¢ igual a 3" Simbolicamente temos: lirrll f(x)=3. Tais valores podem ser

postos num sistema cartesiano ortogonal obtendo-se o seguinte grafico (Fig. 1.12):




2
Fig. 1.12 ustrag@o grafica do limite de f(x) = x_x]_2 quando x — 1
x

2
, - ] x“+x-2
O grafico da fungdo f definida por f(x) =——1—— € uma recta com um buraco no ponto
x_
(1,3) e os pontos (x,y) sobre o grafico aproximam-se deste buraco quando x tende para 1 de
ambos os lados.
Esta figura também mostra que ao aproximar-se x de 1, tanto a esquerda como a direita, os

valores de f{x) se aproximam de 3. Este valor (trés) € o limite de f{x) quando x tende para 1.

Generalizando temos: “se f{x) se aproxima de um numero L, quando x tende para c de ambos
os lados, entdo, L ¢ o limite de f{x) quando x tende para c. Este comportamento expressa-se

escrevendo lim f(x)=L.” (Hoffmann & Bradley, 1996).

Nesta alternativa estuda-se, em geral, o limite da fungiio nos pontos em que ela nio esta
definida. Deste estudo pode-se concluir se existe ou nio o limite, dependendo da existéncia ou
nio de um valor comum para o qual a fung3o tende na vizinhanga desse ponto. A
representagio grafica ajuda a visualizar a posi¢io do ponto onde se pretende determinar o
limite, por um lado, e os valores na tabela permitem analisar o comportamento da fungfio na

vizinhanga desse ponto, por outro lado.




1.3.4 Introducdo do conceito de limite a partir da velocidade instantinea (quadro
cinemdtico)
O conceito de limite pode ser introduzido através de uma grandeza fisica denominada
velocidade instantinea. Para interpretar certos problemas, a Fisica apoia-se no conceito de
limite. A Matematica ¢ também til na resolugio de certos problemas fisicos, uma vez que
serve para interpretar conceitos fisicos, especificamente, o conceito de velocidade instantinea.
Quando o valor da velocidade de um corpo ndo se mantém constante, dizemos que este corpo
estd em movimento variado. Isto ocorre, por exemplo, com um automével cujo ponteiro do
velocimetro indica valores diferentes a cada instante. O valor indicado no velocimetro, em um
dado instante, € a velocidade instantinea do automével naquele momento.
Protter & Morrey (1977) introduzem o conceito de limite da seguinte maneira:
Quando o ponteiro do velocimetro de um automével em movimento indica 60, diz-se que o
carro esta a mover-se a 60 quilometros por hora (60 km/h). Isto significa que, se o carro
continuar a mover-se exactamente da mesma maneira (4 velocidade constante de 60 km),
durante uma hora percorrera exactamente 60 quilémetros. Entretanto, durante o percurso o
ponteiro do velocimetro ndo se mantém na mesma posi¢éo, podendo indicar valores acima ou
abaixo de 60, conforme o motorista vai acelerando ou travando o carro. Assim, o carro poderé
ter percorrido 60 quilometros numa hora, havendo, contudo, momentos em que a velocidade
do carro foi superior ou inferior a 60 km/h.
Para simplificar a linguagem, considera-se:

1) “o movimento do carro como sendo rectilineo, apesar de possiveis mudancas de direcgdo

durante o percurso. Uma das direcgdes é arbitrariamente escolhida como positiva e a oposta é

escolhida como negativa;

2) o carro como sendo um ponto ou uma particula material” (Protter & Morrey, 1977, p. 77).
Esta simplificagdo facilita o tratamento matematico e a anélise do movimento especifico de
qualquer objecto complexo em movimento, como o caso de um automével.

Suponhamos agora que uma particula s move ao longo de uma linha recta L, da esquerda
para a direita (sentido positivo), a partir do ponto O (ver Fig. 1.13, extraido de Protter &
Morrey, 1977, p.78 ).

]
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Fig. 1.13 Trajectéria rectilinea de uma particula material

partindo do ponto O e passando pelos pontos s, e 5;




Designe-se por 1 o tempo (em segundos, minutos ou horas) € por s a distdncia (em
centimetros, metros ou quilémetros) percorrida pela particula.

Se a particula em movimento estiver no ponto s; no instante ¢, € no ponto s, no instante ¢,
entdo levou ;- ¢; unidades de tempo a percorrer a distdncia s; - 5; A velocidade média
percorrida pela particula nesse intervalo de tempo € definida por LA

=1

Se a distdncia s for medida em metros € o tempo ¢ em segundos, a velocidade média sera
expressa em metros por segundo (m/s). Se o carro tiver percorrido 40 quilémetros em uma
hora, a velocidade média do carro serd de 40 quilémetros por hora. Contudo, neste exemplo,
ha pouca informagio sobre a velocidade do carro em diferentes momentos do seu percurso.
Durante o percurso, o ponteiro do velocimetro pode ndo indicar sempre 40 km/h. Portanto, a
velocidade do carro varia em instantes de tempo diferentes. Para estudar a variagdo da
velocidade em intervalos de tempo cada vez menores, marcam-se dois locais na estrada por
onde o carro vai passar, mede-se com precisdo a distincia que separa os dois locais e, com um
dispositivo de medigdo, determina-se 0 momento exacto em que o carro passa por cada um
dos pontos. Dai calcula-se a velocidade média do carro. Acredita-se que, quando a distincia
que separa 0s dois pontos € pequena, a velocidade do carro nfo varia muito quando este
percorre a distincia do primeiro ao segundo ponto. Por exemplo, se a distincia for de 100
metros e a velocidade média for de 60 km/h, a variagdo do movimento ao longo deste percurso
pode ndo ser muito notavel. Se se desejar uma precisio mais elevada, pode-se reduzir o
intervalo para 10 metros e determinar a velocidade média. Se se verificar ainda que existe
varia¢do da velocidade, este intervalo pode ser reduzido para um metro. Pode-se admitir que a
variagio do movimento ndo ¢ muito notdvel, pelo que a velocidade média aproxima-se da
velocidade indicada pelo ponteiro do velocimetro do carro. A continuagdo deste processo
mostra que velocidade instantinea ¢ o resultado do calculo da velocidade média em todo o
processo de redugdo de intervalos.

Para tornar a discussiio mais precisa, note-se que s € a distincia percorrida pelo carro na sua

trajectoria rectilinea, /¢ uma fungéo do tempo ¢, isto €, s = f{1).




. T . . -fi
“A velocidade média entre os tempos t; e t; é dada pela expressdo EACYaRAtY . A
L=t

. . - . I . . t - t 33
velocidade instantdnea no instante t; é definida como llmﬁl)—-fﬁ (Protter & Morrey,
= t, =1t
1977, p. 78). Quer dizer, a velocidade instantinea é o limite da velocidade média quando o
tempo de percurso tende para zero. Como ¢; deve ser diferente de ¢, pode-se escrever que £;=

1+ At, onde Ar pode ser positivo ou negativo. A expressio de velocidade instantinea acima

T . . t + i {4 . -
indicada € equivalente a lim S+ A - f @) ou lim S+ A0 - fit)
noh 4+ A -t ar0 At

(ver secgdio 2.3.1).

Esta alternativa exige uma abstracg3o mental no que diz respeito aos conceitos de velocidade
como variagdo do espago sobre variagio do tempo e em relagio ao conhecimento do
dispositivo de contagem de velocidades de um automével chamado velocimetro.

A redugio cada vez menor do intervalo de tempo percorrido numa distincia As torna esta

altemativa semelhante a descrita no ponto 2.3.2.

: e . . N .. As
O conceito de limite € introduzido a partir de uma expressio algébrica o quando Ar—»0 eo
t

veiculo em movimento deve ser imaginado como uma particula material a0 mesmo tempo que
se fala do ponteiro deste veiculo que indica velocidades. Com a redugdo sucessiva do espago
percorrido, a velocidade média, como quociente entre o espago total percorrido e o tempo total
gasto em o percorrer, passa a ser interpretada como espago percorrido num intervalo de tempo
muito reduzido (num dado instante). Assim, a velocidade instantanea é o limite da velocidade
meédia quando a variagdo do tempo tende para zero.

A vantagem de introduzir o conceito de limite a partir do conceito de velocidade instantanea
reside no facto de os alunos ja terem aprendido o conceito de velocidade instantinea na 10°

classe na disciplina de Fisica.

1.3.5 Combina¢do dos quadros na introducio do conceito de limite de uma funcio
(quadros numeérico, grifico e formal)
A introdugio do conceito de limite de uma fun¢fio pode ser feita fazendo a combinagio de

diferentes quadros como a seguir se explica, comegando pelo quadro numérico.




lezzi et al. (1985) introduzem o conceito de limite de uma fungdo a partir da fungdo

X

=22

—— definida para todo x real e x#1.

Se x #1, podemos dividir o numerador e o denominador porx -1 obtendo f(x)=2x+1.

Estes autores estudam os valores da fungdo f quando x assume valores préximos de 1, mas

diferentes de 1. Atribuindo a x valores préximos de 1, mas menores que 1, tem-se:

x 0,510,75 10,9 0,99 |0,999
1) 2 (2,5 12,8 2,982,998

Atribuindo a x valores préximos de 1, mas maiores que 1, tem-se:

x 1,511,25|1,111,01 {1,001
fx) 4 13,5 |3,2]3,02]3,002

Observando ambas as tabelas, verifica-se que, quando x se aproxima cada vez mais de 1, f(x)
aproxima-se cada vez mais de 3, isto ¢, quanto mais x estiver préximo de 1, tanto mais
proximo de 3 estara f{x). Este processo conduz a aplicagéo da defini¢do formal £/6 e sua

representagao grafica.

Assim na primeira tabela tem-se:
x=09 = f{x)=28 istoé, x-1=-01 = f(x)-3=-02
x=099 = f(x)=298 istoé, x-1=-0,01 = f(x)-3=-0,02

x=0999 = f(x)=2998 istoé, x-1=-0,001 = f(x)-3=-0,002

Na segunda tabela tem-se:
x=11 = f({x)=3.2 isto € x-1=01 = f(x)-3=0,2
x=101 = f(x)=3,02 isto € x-1=0,01 = f(x)-3=0,02

x=1001 = f(x)=3002 istoé  x-1=0,001 = f(x)-3=0,002




Pelas duas tabelas verifica-se que:

lk-1=01 = |f(x)-3]=0.2

-1=001 = |f(x)-3=002

|x-1]=0,001 > |f(x)-3]=0,002

Pode-se tornar f{x) tio préximo de 3 quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos x
suficientemente préximo de 1. Isto €, podemos tornar o médulo da diferenga entre f(x) 3
tdo pequeno quanto desejarmos desde que tomemos o modulo da diferenca entre x ¢ 1

suficientemente pequeno.

“Note que ao falarmos de l f(x)- 3| tdo pequeno quanto desejarmos e |x—l\ suficientemente

pequeno, nio se sabe ainda como quantificar essas tdo pequenas diferengas” (lezzi et al.,

1985, p.22).

Assim, ha uma necessidade de se usar simbolos para indicar essas diferengas tdo pequenas. Os
simbolos que geralmente sdo usados sdo & (epsilon) e & (delta).

Entdo, dado um nimero positivo £, se se desejar 1 f (x)—3| menor que &, deve-se tomar

|x—1| suficientemente pequeno, isto ¢&,, deve-se encontrar um numero positivo &,

suficientemente pequeno, de tal modo que: O<|x-1|<d = [f(x)-3|<e
A condiqﬁoO<|x—l| ¢ neste caso equivalente a O¢|x—1[, isto é, x#1, porque estamos

interessados nos valores de f{(x}, quando x estd mais proximo de 1, mas ndo para x = l.

Como & depende do &, para as duas tabelas temos o seguinte:

. |x——1| =01 = |f(x)——3| =02 entdo se for dado £=02 tomamos &=01 e
afirmamos que 0 <|x—1|<0,1 = |f(x)-3|<02
o [x-1=001 = | f(x)-3=0,02 entio sc for dado &=0,02 tomamos 5=0,01 ¢

temos 0 <|x—=1[<0,01 = [f(x)-3]<0,02




o |x-1=0001 = |f(x)-3=0,002 entio se for dado & =0,002 tomamos & = 0,001
temos: 0<|x—-1<0,001 = |f(x)-3<0,002

Notemos que dado &, tomamos & =—. Generalizando, afirmamos que qualquer que seja o

£

2
" £

valor positivo £, podemos tomar & = £y € teremos

0<[x—1|<8 =-‘;— = |f(x)-3|<¢

0<|x-]]<é‘=—§ = [x—l|<§ = Jx-l<e = [x-J<e = (2x+)-Y<e=|f()-F<¢

Notando que O<|x-1|<8 & 1-F<x<1+5 e lFx)-3<e & 3-g<f(x)<3+¢.
Para todo x entre 1-8 e 148 e x=1, tem-se os valores de f(x) entre 3-¢ e 3+¢

conforme o grafico a seguir.

Fig. 1.14 a) Determinagio do limite na vizinhan¢a do ponto x =1 e raio &

. £ P Lo .
Ora o valor considerado 7 para § nio é o Unico, ¢ simplesmente o maior valor que d pode

tomar.

) . £ .
Assim, se se considerar 9, = 5, teremos também




0<lx—l|<5,=§ = |x-1|<§- = 2|x—1|<2?6 = |2x—2|<278 = |(2x+l)—3|<2?£:>|f(x)-—3|<g§-:>

2€
|F(0)-3]< 3
2e =|f(0)-<e
— <L
Considerando &, <&, pode-se perceber que o intervalo de extremos 1-5, e 144, esta
contido no intervalo de extremos 1-8 e 1+& e, portanto, todo o x que satisfaz
1-6, <x<1+6, e x=1 satisfard 1-6 <x<1+J e x#1 e, consequentemente, tem-se

J-e< f(x)<3+¢. E o que pode ser visto no grafico a seguir. D esde que, p ara qualquer

valor positivo &, se possa encontrar um valor apropriado para & tal que
0<[x-1<6 = |f(x)-3|<e, diz-se entdo que o limite de f(x), quando x tende para I,

¢ 3. Simbolicamente tem-se: lim/'(x) =3

10 1By 1 1e, 14

Fig. 1.14 b) Determinagéo do limite na vizinhanga do ponto x =1 e raio 4,

De acordo com os ¢ onhecimentos prévios dos alunos, o conceito de limite de uma fungéo
pode também ser introduzido combinando dois ou mais quadros anteriormente descritos. Se os
alunos mostrarem dificuldades em perceber o conceito por meio de um quadro, o professor
podera recorrer a outro quadro até que compreendam. Portanto, as alternativas anteriormente
abordadas podem ser usadas duma maneira combinada na sala de aula. Isto néo significa que o
professor, forcosamente, faga uso de combinagio de quadros na introdugdo do conceito de

limite de uma funcdo. De notar que cada alternativa oferece ao aluno vantagens e




desvantagens. A vantagem de introduzir o conceito de limite combinando varios quadros
reside no facto de o aluno poder mais tarde resolver, de vérias maneiras, problemas concretos
que envolvem limites.

Para a resolugio de problemas concretos envolvendo limites, seria dificil a aplicag@o de um
tnico procedimento. Varios procedimentos podem ser usados num unico problema, dai a
importancia de conhecer varias alternativas e fazer uso delas para que os problemas concretos
sejam solucionados duma forma eficiente. A combinagZo de vérios quadros na introdugzo de
limites evita que a habilidade de resolug3o de problemas relacionados com limites de fungdes
dependa de uma Gnica alternativa ou quadro.

Nesta revisio da literatura foram vistos varios métodos de introdugio do conceito de limite de
uma fungo. No 4mbito desta pesquisa, o quadro grafico usando o computador foi o método
escolhido. Contudo a introdug3io deste conceito pode ser feita usando um metodo ou a

combinagio de dois ou mais dependendo da realidade em que estudam os alunos.

1.4 Objectivo da pesquisa
O objectivo que se segue foi tragado de modo a dar uma sequéncia 1 6gica & pesquisae a

responder as perguntas de investigagao.

Propor e testar uma alternativa de introdugiio do conceito limite de uma funcio que

possa ajudar os alunos a compreender este conceito.

Com base na informagao obtida, a partir da recolha de dados acima mencionada, ¢ importante
que se apresente pelo menos uma alternativa de introdugdo do conceito de limite de uma

fungdio visando ajudar o aluno a compreender com facilidade este conceito.

1.5 Perguntas de investigac¢io

Esta secgdo apresenta as perguntas de investigagio que nortearam este estudo. Segundo
resultados de estudos ja feitos, os alunos enfrentam dificuldades de compreensdo do conceito
de limite de uma fung3o.

Uma das razdes deste problema niio reside apenas na complexidade do conceito de limite, mas

também na natureza do conhecimento prévio que eles tém do conceito.




As interpretacdes que os alunos fazem do conceito de limite parecem também ser
influenciadas pela forma como este conceito lhes € ensinado na sala de aula.

A analise dos cadernos dos alunos € da consulta aos professores revelou que existe uma
tendéncia dos professores de introduzir o conceito de limite de uma fungdo através de

ilustragdes graficas (visualizacdo de esbogos de graficos de fungdes desenhados a méo)

visando ajudar o aluno a compreender este conceito. O uso desses esbogos € considerado por

alguns professores consultados como sendo o ‘método grafico’ de introdugfio do conceito de

limite de uma fungdo, o que conduz a formulagiio da seguinte pergunta de pesquisa:

1.Uma intervengdo que consiste na introducdo do conceito de limite pelo método grifico e
usando o computador poderd ajudar os alunos a melhorar a aprendizagem deste
conceito?

2. Que concepgoes poderdo prevalecer nos alunos depois desta intervengido?

1.6 Justificacio do tema

Resultados de varias pesquisas sobre limites mostram que uma compreensao total do conceito
de limite de uma fungio é rara nos alunos (Tall, 1980), ¢ nas escolas mo¢ambicanas e ste
conceito ¢ dificil de ser compreendido e interpretado.

Apesar de o presente trabalho nédo ser o primeiro do género, o problema de aprendizagem de
limites ainda persiste nos alunos. Sera que este problema ndo tem nada a ver com a forma
como este conceito € introduzido na sala de aula? Esta questdo foi o pressuposto basico que
motivou o presente estudo. Entdo, achou-se importante que se investigassem as diversas
maneiras que os professores usam para introduzir este conceito no primeiro nivel (12* classe)
em que os alunos comegam a estudar limites de fungdes, para se saber quais dessas
alternativas ajudam os estudantes a compreender facilmente o conceito. Assim, este tema
reveste-se de importincia uma vez que podera contribuir para melhorar a aprendizagem dos
alunos do conceito de limite de uma fungdo. A pesquisadora acredita que introduzindo o
conceito de limite de uma fungdo utilizando o método grafico € com ajuda do computador

poder4 ajudar os alunos a compreender com facilidade o conceito. ’

O capitulo II trata da revisdo da literatura onde sfo apresentados os estudos feitos por alguns

pesquisadores sobre o conceito de limite.




Capitulo II - Revisio da Literatura

Este c apitulo faz uma abordagem d os estudos feitos em E duca¢éo M atematica, concepgoes
dos e studantes, ¢ onceito i magem e conceito definicdo (Tall & Vinner, 1981) bem como as
concepgdes espontdneas e proprias de alunos analisadas por Comu (1980). Sfo também
abordados os quadros de Douady (1986) e as representacdes de Janvier (1987) e uma

referéncia 3 importancia do uso do computador na sala de aula, no ensino de limites.

2.1 Estudos feitos sobre limites

A presente secgio descreve alguns estudos em Educagio Matematica sobre limites.

Desses estudos destacam-se os trabalhos de Tall & Vinner (1981), Cornu (1982,1983),
Sierpinska (1985) e Trouche & Guin (1996). Tall & Vinner (1981) estudaram o conceito
imagem ¢ o conceito definigio dos estudantes na Matematica, com particular énfase nos
limites e continuidade. Cornu (1982, 1983) identificou entre os estudantes alguns obstéaculos,
tais como: os aspectos metafisicos de infinito e de limite; as nogdes de infinitésimo ¢
infinitamente grande; a questdo se um limite poderia ser alcangado ou nio; e o problema de
transi¢do do finito para o infinito. Ele constatou que esses obstaculos ndo estavam organizados
em série mas que estavam interligados de uma maneira complexa.

Alguns problemas estdo relacionados com a linguagem de limites. Monaghan (1991) explica
que ha ambiguidade inerente a quatro expressdes, nomeadamente: “tende para”, “aproxima-
se de”, “converge” e “limite”. Estas expressdes sdo geralmente usadas na sala de aula e os
significados matematicos sdo equivalentes. Afirma ainda que os alunos interpretam os termos
“tende para”’ ¢ “aproxima-se de’ como representando o movimento de um objecto que se
dirige para uma determinada meta, enquanto que o termo “/imite” ¢ interpretado como sendo
essa meta a ser alcancada (esse ponto fixo). O termo “converge” ¢ interpretado pelos alunos
como duas linhas que se aproximam uma da outra.

Ligado a esta ambiguidade esta também o problema de inconsisténcia na aprendizagem do
conceito. Alguns destes problemas sdo semelhantes aos d escritos por E spinoza & Azcarate
(1995), que fazem uma anlise geral dos problemas existentes no ensino do conceito de limite

através de livros escolares seleccionados. A partir desta andlise sdo apresentadas trés grandes




classes de tipo de problemas que sdo essencialmente encontrados no processo de ensino e

aprendizagem do conceito de limite:

a) Tratamento algébrico de limite

Nas escolas os professores dedicam mais tempo aos exercicios algébricos na solugdo de
problemas que envolvem limites. O procedimento consiste em produzir um resultado por meio
de calculos algébricos consecutivos de uma dada expressio € pela aplicagio de diferentes
teoremas de limites.

Certas vezes os estudantes niio sabem justificar por que razdo se aplica este ou aquele teorema

na resolugio desses exercicios.

b) Representagio grafica de fungdes

Sdo d adas fungbes c ontinuas com um numero finito de p ontos d e discontinuidade (que em
geral ndo ultrapassa trés), e uma expressio analitica algébrica. Faz-se um tratamento algébrico
de modo a localizar os pontos de discontinuidade (ou determinagio do dominio de existéncia).
Depois calcula-se o limite nesses pontos ¢ finalmente faz-se a representagfio grifica da fungo.
Nem sempre os alunos conseguem determinar os pontos de discontinuidade de uma fungdo

definida a partir de uma expresséo analitica algébrica, o que thes dificultaa construgdodo

grafico.

¢) Estudo de fungdes ligeiramente diferentes

Estas fungdes sdo frequentemente valores absolutos, partes inteiras e fungdes definidas em
intervalos. Os alunos devem reduzir essas expressdes e depois calcular os limites. Apresentam
dificuldades em determinar limites nesses intervalos.

Face a esses problemas, Espinoza & Azcéarate (1995) recomendam que se faga uma avaliac@o
da actividade dos professores, ¢ também do que a literatura recomenda, no sentido de
identificar nfio s6 as actividades por eles praticadas na sala de aula, mas também as que
deviam ser praticadas visando proporcionar ao aluno uma aprendizagem eficiente. Pesquisas
no campo educacional sugerem, segundo Espinoza & Azcarate (1995), que os alunos
deveriam realizar actividades, na sala de aula, que lhes permitissem:

- ler limites no grafico em que a respectiva expressdo analitica ndo € conhecida;




fazer uma relag@o entre fungdes continuas e discretas (sucessdes) no calculo de limites;

ter dominio de conjuntos numéricos (nimeros inteiros e reais);

compreender a nogao de densidade do eixo real para poderem manejar dizimas (finitas ou

infinitas) no estudo de limites, pois os obsticulos que aparecem residem no facto de a

formula¢do do conceito de limite requerer o conceito de numero real e por sua vez o

conceito de nimero real requer um conhecimento do conceito de limite, o qual ndo pode

ser concebido fora da ideia do numero real.
Entretanto, no ensino secundario das escolas mogambicanas, o conceito de niimero real é o
conteddo da 9* classe. Este conceito, neste nivel de ensino, ndio é introduzido a partir do
conceito de limite. Este ultimo ¢é introduzido na 12° classe. Portanto, se o conceito de niimero
real ndo for bem percebido na 9° classe, o conceito de limite podera igualmente nfio ser bem
percebido na 12" classe. Sobre este aspecto, Schwarzenberger & Tall (1978, p. 45) afirmam
que se o conceito de numero real ndo for bem percebido pelos alunos num determinado nivel,
dificilmente compreenderdo o conceito de limite nos niveis seguintes.
Trouche (1996), citado por Huillet & Mutemba (1999), concluiram haver trés aspectos do
conceito de limites: abordagem cinemadtica, relacionada com a ideia de movimento;
abordagem de aproximagéo, e abordagem operativa. Da analise dos livros escolares € exames
nacionais das escolas secundarias da Franga, Trouche chegou a conclusio que a abordagem
operativa era dominante.
Na base de uma evidéncia empirica, Sierpinska (1985) afirma que os obsticulos
epistemologicos primarios relacionados com limites estdo ligados aos conteudos do nGmero
real, infinito e fungdo. Isto significa que os alunos nfo entendem bem o conceito de numero
real, o conceito de infinito € o conceito de fungio. Estes sfo os grandes obstaculos que podem
inibir a compreensio do conceito de limite. Por exemplo, em relagéo a 0,999... o aluno pode
niao entender o significado das reticéncias (...), que subentendem uma infinidade de noves.
Aqui, esta incluso o conceito de infinito. E no que diz respeito a fungdo introduz-se este
conceito a partir da aplicagdo de um conjunto A num outro conjunto B (correspondéncia
univoca). Entretanto, no conjunto dos nimeros reais, poucos alunos entendem a densidade do
eixo real. Pode-se dizer também que o conceito de uma fung#o estd ligado com o conceito de
aplicagdo (correspondéncia), consequentemente, ligado com o conceito de nimero real; logo,

esta ligado ao conceito de infinidade de niimeros reais, o que conduz ao conceito de infinito.




Huillet & Mutemba (1999) analisando os conteudos dos programas de Matematica, do manual
de Matematica e de trinta e xames d o ultimo nivel do ensino secundario (11* classe ou 12°
classe do Sistema Nacional de Educaciio em vigor em Mogambique a partir de 1983) afirmam
que, conforme o0s conteldos do programa de ensino, o conceito de limite ¢ introduzido na 12°
classe na unidade didactica “sucessdes”, depois do estudo de fungdes reais de variavel real; e
o conceito de assimptota introduz-se sem usar o termo “limite”, mas em conexio com fungdes
racionais simples.

Relativamente aos conteiidos do manual de Matematica da 11* classe, Huillet & Mutemba
(1999) observam que o conceito de limite é abordado teoricamente, usando definigdes em
linguagem &£/8 e teoremas com demonstragdes, € quase todos os exercicios praticos do
manual s3o de aplicagiio de regras algébricas (nunca se contempla a actividade de esbogar
graficos de fungdes).

Sobre os trinta exames finais, Huillet & Mutemba (1999) afirmam que a maior parte dos
excrcicios sobre limites de fungdes esta relacionada com o célculo de limites que conduzem a
indeterminagdes. Para cada tipo de indeterminagdo, os alunos devem aprender a respectiva
técnica. Da analise dos conteiidos do programa de ensino, do manual de ensino e dos exames
finais, Huillet & Mutemba (1999) encontram uma contradi¢do, por um lado, entre o
desenvolvimento tedrico do conceito de limite apresentado no manual €, por outro, 0 que se
espera dos alunos em relagdo ao conceito apresentado nos exames € nos exercicios do manual.
Afirmam que esta contradi¢io ja tinha sido reportada por Espinoza & Azcarate (1995) que
enguanto se lida com limites, s3o apresentados varios modelos tedricos sobre este conceito, 0s
quais nunca sdo aplicados no desenvolvimento de actividades propostas para os alunos.
Huillet & Mutemba (1999) referem-se também aos quadros numérico e grafico, que sio
raramente usados no ensino de limites. A respeito disto, afirmam que os professores
privilegiam o quadro algébrico visto que nos exames finais os exercicios sobre limites estdo
mais relacionados com calculos de limites que envolvem aplicagdo de regras algébricas.

Um ano mais tarde, Huillet & Mutemba (2000) apresentaram alguns resultados de pesquisa
respeitantes is concepgdes dos professores mogambicanos sobre limites de fungdes e o seu
ensino. O trabalho consistiu de uma anilise do questionario e entrevista submetidos aos
professores. Portanto, no campo educacional o conceito de limite continua a ser pesquisado.

Nestas pesquisas sdo tomadas em consideragao as dificuldades de compreensio do conceito de




limite pelos alunos, as dificuldades de ensino, a linguagem usada e as concepgdes dos alunos

em relagdo ao conceito.

2.2 Quadro Teérico

A palavra limite é usada na vida real e também na Matemética. Entretanto, aquilo que na vida
quotidiana se considera limite ndo coincide com a definicdo formal. Por exemplo, na vida
quotidiana limite pode ser considerado como uma barreira que ndo se pode transpor. Mas, em
Matematica, a definicio matematica de limite n#o significa barreira nem movimento.

Os alunos vio 4 escola com um modelo mental de limite que ndo coincide com a definigdio de
limite, dificultando a compreensdo do conceito na sala de aula. Este modelo mental €, neste
caso, o conceito imagem de limite.

O conceito de 1imite de uma fungfio é introduzido nas escolas mogambicanas d e d iferentes
maneiras, a definicio nio é a mesma nessas escolas, 0 que leva a crer que os alunos concebem
este conceito também de diferentes maneiras. Existem estudos feitos que descrevem
concepgdes dos alunos. A seguir s3o revistas as concepgdes do conceito imagem e conceito
definicdo, concepgdes proprias e espontineas dos estudantes ¢ quadros e representagdes de

Janvier.

2.2.1 Conceito imagem e conceito definicio
O conceito imagem

Tall & Vinner (1981) explicam que o conceito imagem consiste de todas as estruturas
cognitivas na mente de cada individuo associadas com um dado conceito. Este conceito ndo ¢
desprovido de sentido mesmo antes da sua introdugdo de uma maneira formal.

Muitos conceitos do dominio da Matematica tém sido interpretados de alguma forma ou de
outra antes de serem formalmente definidos e uma complexa estrutura cognitiva existe na
mente de todo o individuo, criando uma variedade de imagens mentais pessoais quando um

conceito ¢ mencionado.
O conceito defini¢do
O conceito defini¢io é uma forma de palavras usadas para especificar esse mesmo conceito

(Tall & Vinner,1981, p. 152). O conceito defini¢do pode ser uma construgio individual feita
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por um estudante, isto ¢, uma forma de palavras que o estudante usa para explicar o que ele
imagina na sua mente.

A defini¢do formal de limite de uma fungfio € um conceito defini¢do que € aceite por toda a
comunidade de matematicos.

Resultados de varias investigacdes mostram que conceitos imagens individuais podem ser
diferentes dos estabelecidos pela teoria formal podendo causar conflitos cognitivos no

individuo.

2.2.2 Concepgies espontineas e concepgdes proprias
Concepgdes espontineas

Comu (1983) explica que o aluno j4 possui um certo nimero de ideias, de imagens, de
processos, de expressdes que formam um comjunto que pode ndo ser coerente, mas que
funciona em certas ocasides € a essas concepgdes da-se o nome de concepgdes esponténeas.
Concepgdes espontineas, ainda segundo este autor, sio ideias prévias que ndo sdo fruto de um
ensino organizado. Estas concep¢des sdo ideias de diversas situagdes da vida quotidiana.
Assim, a nocéo de “limite” e a ideia de “tende para” ja existem na mente dos alunos de uma
forma particular antes do processo de ensino e aprendizagem.

As concepgdes dos alunos nem sempre se apresentam de uma forma clara e eles nem sempre
estdo habilitados a dar uma defini¢do do conceito de himite. Contudo, estas concepgdes
espontineas podem ser exploradas e usadas pelo professor para levar o aluno a compreender
(ou acomodar) o conceito matematico de limite. As concepgdes espontaneas dos alunos nem
sempre desaparecem na sequéncia do processo de ensino. Os estudantes, depois de receberem
aulas, podem persistir com as suas concepgdes espontineas em vez de acomodar os conceitos
formais ensinados na sala de aula. Eles podem aprender, por exemplo, o conceito de limite na
sala de aula, mas, passado algum tempo, poderdo ndo ser capazes de dar uma explicagdo
adequada. Contudo, o professor pode ajudar o aluno a organizar as suas ideias, ainda que
incompletas, incoerentes ou até mesmo contraditérias, confrontando-as com a realidade

cientifica e melhora-las permitindo que o aluno chegue a conclusdes cientificamente correctas.

Concepgées proprias
Cornu (1983, p. 69) afirma que “concepgdes proprias dos alunos sdo as concepgbes que sdo

provenientes de concepgdes espontdneas e do ensino que recebem”.




Em relagdo ao conceito de limite de uma funcfio, as concep¢des proprias dos alunos podem
conter imagens mentais, representagdes ou expressdes ligadas a nogio de limite, definigdes,
propriedades, teoremas, algoritmos. Para estudar as concepg¢des proprias dos alunos pode-se
analisar os erros que os alunos cometem. Estes erros nfio sdo com efeito fruto de ignorancia,

mas sim, de concepgdes e de representagdes mentais bem organizadas e precisas.

2.2.3 Quadros de Douady e representacdes de Janvier

Douady (1986), citada por Huillet & Mutemba (1999), mostrou que um conceito matematico
pode ser estudado em diferentes quadros, que sio: algébrico, numérico, grafico, geométrico e
algoritmico. Segundo este autor, o ensino ¢ a aprendizagem de um certo conceito matematico,
por exemplo o conceito de limite, pode ser feito combinando dois ou mais quadros. A
vantagem de ensinar um dado conceito combinando vérios quadros € explicada por Janvier
(1987), que, em vez de quadros, fala de representagdes apresentando um conceito sob forma
de um iceberg com o formato de estrela. De acordo com Janvier (1987), cada ponta da estrela
corresponde a uma representagio. Portanto, a sugestdo dada por Douady de combinar varios
quadros no ensino de um dado conceito matemético (por exemplo limite de uma fungio) entra
em concordincia com a afirmagdo de Janvier quando este fala da necessidade d e c onhecer
todas as pontas da estrela. As sugestdes tanto de Douady como de Janvier levam a entender
que o ensino de um conceito matemético deve fazer uso dos diferentes quadros ou
representagdes ndo de forma separada, mas sim, de forma combinada.

O uso de um unico quadro ou representagao, ou o uso separado dos mesmos, leva os alunos a
aprender conceitos restringindo-se a esse tinico quadro ou representagdo. Se forem solicitadas
algumas aplicagdes aos alunos, ndo serfio capazes de sair dos quadros a que se encontram
restringidos. Segundo Janvier, este aspecto caracteriza-se como deformagio do iceberg em
que uma das pontas da estrela € mais desenvolvida do que as outras.

Huillet (2001, p.2) afirma que “no ensino, muitas vezes, os conceitos sdo apresentados num
tnico guadro...”. Em muitas escolas mogambicanas, no caso particular de ensino de limites,
tem-se verificado que o quadro predominante é o algébrico. Os alunos sabem mais calcular
limites que envolvem expressdes algébricas aplicando formulas ou algoritmos matematicos ja
conhecidos do que, por exemplo, ler ou interpretar limites num grafico, apesar de, na

introdugio deste conceito, alguns professores recorrerem aos quadros numerico ¢ grafico.




2.2.4 Utilidade do computador no ensino do conceito de limite de uma funcdo

O ensino da M atematica ndo exclui a possibilidade de uso de materiais e meios de ensino

diversificados tais como o computador ou a calculadora grifica. Bishop et al. (1996) afirma

que os programas do computador, por exemplo CAS (Sistemas de Computagio Algébrica),
Derive e Maple, permitem aos alunos definir, combinar, transformar, comparar, visualizar ¢
até certo ponto manipular fungdes e relagSes em qualquer uma das suas formas de
representagio tradicional conduzindo a mudangas significativas na solucio de problemas
matematicos. Estas mudangas reflectem problemas novos € mais realistas: necessidade de
adaptagio dos métodos usados anteriormente aos novos métodos compativeis com a
linguagem usada pelo computador ou pela calculadora. Os computadores permitiram dar um
salto de técnicas dedutivas para técnicas indutivas e empiricas de solugio de problemas
matematicos.

Trouche & Guin (1999) afirmam que a introdugdo do uso de calculadoras graficas (ou
computador) no ensino e aprendizagem de conceitos matematicos ndo simplifica o trabalho do
professor nem dos alunos, mas requer uma nova organizagio do ensino, do espago de
aprendizagem € novo estilo de gestdo de tempo. Sob estas condi¢des, trabalhar em ambientes
com calculadoras complexas pode conduzir a uma transformagdo das atitudes dos alunos em
relagdo 4 Matematica dando prioridade ao trabalho criativo. Além disso, pode-se ver uma
transformacio no relacionamento dos alunos nos grupos de trabalho face ao conhecimento
dando maior importancia aos aspectos sociais.

Shoaf, citado em Trouche & Guin (1999), descreve o comportamento dos alunos trabalhando
em ambientes de novas tecnologias como sendo um processo no qual o aluno estd
silenciosamente a conversar consigo proprio através da maquina calculadora, fazendo suas
perguntas 2 medida que vai manipulando as imagens que aparecem no écran, construindo o
seu proprio conhecimento matemético através de uma reflexdo consciente.

Alguns autores (Li & Tall, 1993; Monaghan et al., 1994; Tall, 1992) afirmam que mesmo as
novas tecnologias, por exemplo o uso do computador no ensino de limites, ndo tém sido
solugo para os alunos compreenderem este conceito, contrastando a ideia de Carvalho ¢
Silva (1988), que diz que: “ ... Verificamos pois que o computador nos permite tracar tantos

grdficos deste tipo quanto pretendemos, por nossa iniciativa ou a pedido dos alunos, até esta




série de conceitos ficarem compreendidos ...”. Para o caso da introdugdo do conceito de limite
através do método grafico, usando o computador, os alunos podem definir, combinar,
transformar, comparar, visualizar, manipular fungdes e resolver uma grande gama de

exercicios por sua iniciativa ou do professor.

Duma maneira geral, o capitulo apresenta os estudos feitos por alguns pesquisadores sobre o
conceito de limite. Algumas dessas pesquisas apuraram que este conceito € de dificil
compreensdo. Assim, ¢ necessario que sejam envidados esforgos pelo professor no sentido de
tornar o conceito mais facil de perceber. Sobre este proposito, alguns pesquisadores propdem
novos m étodos, alternativas, quadros ou modelos d e e nsino deste conceito nas alade aula,
incluindo o uso de novas tecnologias tais como a calculadora grafica ou o computador.

Neste capitulo realga-se a importancia de se tomar em conta as concepgdes dos alunos, 0 uso
de diferentes quadros e de novas tecnologias no ensino de limites com vista a desenvolver nos
alunos habilidades de analise ¢ de solugdo diversificada de problemas relacionados com

limites.




Capitulo III - Metodologia

A investigacio consistiu de trés fases: fase de recolha de informagdo preliminar, fase de

interven¢do e fase de entrevista dos alunos consoante a estrutura da pesquisa apresentada na
Fig. 3.1.

O presente capitulo descreve a metodologia usada com vista a alcangar os objectivos
formulados no Capitulo I e responder as perguntas de investigagdo apresentadas no mesmo

capitulo.

Recolha de informagdo preliminar

Anilise do programa de Matematica da 12° classe

v

Consulta aos professores de Matematica da 12° classe

v

Recolha da informagio dos cadernos de Matematica dos alunos da 12° classe

v

Confrontagdo dos resultados da consulta com os da analise dos cadernos e dos programas
[dentificagdo das alternativas de introdugiio do conceito de limite de uma fungio predominantes
nas escolas mogambicanas

Intervencio

Elaboragio do plano de aula experimental

v

Aula experimental numa escola usando o método grafico com a ajuda do computador

v

Anilise da aula experimental

v

Avaliacdo através da entrevista dos alunos

Elaboragio do guifio da entrevista dos alunos

v

Entrevista dos alunos

v

Resultados da entrevista

Fig. 3.1 Estrutura da pesquisa




Em geral, o tipo de informagio que os instrumentos de recotha de dados desta pesquisa
recolheu e analisou consiste em ideias, opinides, sentimentos ou intengdes (dados esses ndo
quantificaveis), Por esta razdo o caracter qualitativo desta pesquisa.

Na sec¢do seguinte apresentam-se detalhadamente as fases da intervengio e de avaliagdo
através da entrevista dos alunos.

3.1 Fase de Intervencio

Esta fase compreende as seguintes actividades:

¢ Elaboragio do plano da aula experimental,

¢ Aula experimental numa escola utilizando o método grafico com ajuda do computador;

s Analise da aula experimental.

Elaboracio do plano da aula experimental
Esta actividade envolve a elaboragido de um plano de aula tendo em conta a maneira como o
conceito de limite de uma fung¢dio € introduzido nas escolas mogambicanas. Segundo a
analise dos questionarios preenchidos pelos professores e dos cadernos dos alunos bem como
do programa do e nsino, foi ¢ laborado um plano de experimentagéo (ligdo). O métodode
introdugio (método grafico) preconizado na experimentagdo foi seleccionado de um
conjunto de métodos pouco usados nas escolas, mas pensamos que facilitaria a compreensio
do conceito de limite pelos alunos. Para esta experimentago, tinha sido prevista a gravagéo
dos momentos mais importantes da aula. Infelizmente houve uma avaria técnica do gravador,
pelo que nao foi possivel fazer a gravagao.
Como altemativa foram feitas anotagdes e observagdes para a reconstituigdo da aula. No
plano foram incorporados muitos exercicios que conduzissem os alunos a ler limites num
grifico e a determinar assimptotas. A construgio e visualizagio dos graficos foram feitas em
computador pela rapidez de processamento de informagdio e perfei¢do de construgio de
graficos. Esta experimentagio foi elaborada pelas seguintes razes:
¢ Notou-se, através da informagdo dos cadernos e dos questionarios preenchidos pelos
professores, uma tendéncia de uso de ilustragdes graficas na introdugo do conceito de
limite de uma fungio;
Essas ilustragdes graficas sdo esbogos ndo perfeitos que ndo permitem que o aluno
aprenda, através deles, a ler graficamente o limite;
Nos cadernos dos alunos ndo ha exemplos nem exercicios praticos de leitura de limite
de uma fun¢io no grafico, sendo exercicios de calculo de limites ¢ levantamento de

indeterminagdes de limites notaveis aplicando algoritmos ou regras algébricas;




Esses esbogos foram considerados no questionario como sendo o método grafico de

introdugio do conceito de limite de uma fungio.

Aula experimental numa escola utilizando o método grafico com ajuda do computador

O plano de experimentagdo foi implementado numa escola secundaria, num periodo normal
de aulas, a uma turma de alunos da 12* classe durante 90 minutos (aula dupla de
Matematica). Durante a experimentacgdo foi observado como os alunos se empenhavam na
realizagiio das actividades programadas para essa aula, a maneira como liam o limite no
grafico, Foram também observados nos alunos os aspectos cognitivos, seu empenho, a sua

motivagio e o seu dinamismo relativamente & experimentagio (ver detalhes no Capitulo IV).

Andlise da aula experimental

A analise detalhada da aula experimental ndo foi possivel porque a aula nido foi gravada, o

que dificultou, até certo ponto, a analise dos dados. O que houve foi a reconstituigéo da aula
com o professor da turma. Esta reconstituigdo contém reflexdes sobre o método usado na
aula e reflexdes sobre pontos de clarificagdo das dificuldades apresentadas pelos alunos

baseadas nas anotacgdes do professor.

3.2 Fase de avaliaciio através da entrevista dos alunos

Depois da sessio de experimentagdo, foram planificadas entrevistas aos alunos com
objectivo de avaliar os efeitos da interven¢do. Houve intengdo de entrevistar alguns alunos
da intervengio € outros que nio participaram na intervengao. As actividades realizadas nesta
fase foram:

¢ Elaboragdo do guido

¢ Entrevista dos alunos

s Analise das entrevistas

Elaboragdo do guido

O guidio da entrevista (Anexo II) foi elaborado com o objectivo de comparar as respostas dos
dois grupos de alunos acerca do que tinham aprendido sobre o conceito de limite de uma
fungdo, suas concepgdes (conceito imagem ¢ conceito definigéo) em relagdo ao conceito de
limite, o que entendiam por limite no contexto matematico € no contexto real, isto €, na vida

real, e explorar o significado das expressdes “tende para” ¢ “aproxima-se de”.




Os dados desta entrevista serviram para avaliar o grau de compreensio do conceito de limite
pelos alunos, ensinados por meio de experimentagdo. A entrevista consistiu de sete perguntas
sendo uma delas extraida da literatura (Comu, 1983, p.100).
A primeira pergunta da entrevista serviu, em particular, para criar um ambiente motivador
para o inicio da entrevista.
Com as perguntas II a IV pretendia-se obter dos alunos:
a sua imaginagiio em relagdo a extensdo (infinidade) do eixo real, no contexto de limites;
se eles se recordavam das propriedades da fungio exponencial e do valor que toma no
ponto x=0;
a sua imaginagdo sobre o conceito de valores aproximados de 1 a esquerda e quio
proximo de 1 se encontra o numero real 0,999...99;
se eles sabiam ler limites no grafico duma fungdo num dado intervalo;
- se eles se recordavam do limite de uma fungio constante.

As perguntas V e VI visavam avaliar se sabiam, além de ler limites no grafico, distinguir
) : : . . N | R
assimptotas horizontais das verticais do gréfico da fungfio f(x)=— e dizer o que ocorre com
x

as assimptotas quando o grfico é deslocado @ unidades para direita ou para a esquerda, ou b
unidades para cima ou para baixo.

Com a sétima e ultima pergunta pretendia-se ouvir dos alunos que tinham participado na
experimentagdo o seu sentimento em relagdo a aprendizagem do conceito de limite de uma
fungdo pelo método grafico com o auxilio do computador, isto €, se as facilidades e rapidez
de construgio de graficos oferecidos pelo computador lhes tinham ou ndo facilitado a
compreensio deste conceito e ouvir as vantagens e desvantagens do uso do computador no

estudo de limites de fungdes.

Entrevista aos alunos

A entrevista envolveu nove alunos, sendo quatro do Colégio Kitabu e cinco da Escola
Secundéria Francisco Manyanga (que tiveram aula de introdugo do conceito de limite com
um outro professor, sem ajuda do computador) com a duragio de 20 minutos para cada

aluno. O instrumento de registo das respostas dos alunos foi o gravador.

Andlise da entrevista
A entrevista foi gravada e sujeita a uma andlise com base nas transcrigdes. A primeira fase
consistiu na elaboragio de uma tabela contendo respostas esperadas. Na segunda fase foram

analisadas as respostas dos alunos (aluno por aluno) e feitas duas tabelas de comparagdo das
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suas respostas. Estas tabelas tinham como objectivo analisar as concepgdes dos alunos a

respeito de limite de uma fungio e da palavra limite no contexto ndo matematico.

Concluindo, pode-se afirmar que a investigagdo consistiu das fases de recolha de dados
preliminares, da intervengdo e da avaliagdio através da entrevista dos alunos. Na primeira fase
foram analisados os contetidos do programa de ensino de limites, dos cadernos de alguns
alunos e das consultas aos professores. Da confrontagido d esta i nformagao conclui-se que
tanto professores da mesma escola como de escolas diferentes introduzem o conceito de
limite de uma fungio de maneiras diferentes. De todas as formas de introdugdo deste
conceito o método grifico ¢ o menos usado. Por esta razio se dicidiu planificar uma
intervengdo em que seria usado o método grafico e incorporando o computador como um
meio de auxiliar na construgido perfeita e visualizagdo rapida dos graficos das fungdes
previstas no plano de aula. Nesta aula cada aluno teve acesso a um computador para realizar
actividades previstas no plano e o papel da pesquisadora foi o de professora (facilitadora) da
licdo. Depois da intervencdo foi planificada uma entrevista em que os alunos foram
entrevistaclos com as entrevistas gravadas € transcritas,

O capitulo seguinte refere-se a intervengdo, que consiste numa aula de introdugdo do

conceito de limite de uma fungio.




Capitulo IV - Introducio do conceito de limite de uma fungio

usando o quadro grafico com ajuda do computador

Este capitulo descreve a aula experimental em que foi usado o método grafico por meio do
computador como alternativa. Verificou-se que o método grafico é vantajoso porque o aluno
pode determinar o limite sem recorrer a célculos.

Da analise da revisio da literatura foi considerada a sugestio de que o computador ajuda a
construir graficos mais perfeitos e muito mais depressa do que quando sio construidos
manualmente, permitindo assim que os alunos analisem o comportamento de muitos e
diferentes graficos nos pontos onde se pretende determinar o limite. Associando esta vantagem
oferecida pelo computador 2 informagdio obtida da analise dos cadernos dos alunos e das
consultas aos professores ¢ de acordo com o programa de ensino, foi planificada a aula
experimental descrita no presente capitulo.

A aula experimental teve lugar no Colégio Kitabu envolvendo alunos da 12° classe. Ela néo foi
gravada, o que dificultou, até certo ponto, a analise dos dados. Durante a aula experimental, os
alunos poderiam trocar impressdes entre eles, e a pesquisadora estava disponivel para qualquer

ajuda que solicitassem.

4.1 Desenho da aula experimental

Como se referiu na introducio do capitulo anterior, depois de se analisar os c onteddos d os
cadernos dos alunos e das consultas aos professores, foi possivel obter informagéo referente a
forma como o conceito de limite é introduzido nas escolas. Com base nos resultados da andlise
do programa de Matematica, dos cadernos dos alunos e das consultas aos professores decidiu-se
seleccionar o método grafico (o menos usado conforme os resultados da analise acima referida)
e elaborar um plano de aula em que este método seria usado como alternativa de introdugéo do
conceito de limite de uma fungdio. Esta aula seria dada tendo o computador como recurso
devido & rapidez de processamento de informagdo (neste caso, construgdo de graficos com
precisdo e perfei¢io) que este oferece.

Com vista a levar o aluno a compreender o conceito de limite através do método grafico usando
o computador, o aluno deveria analisar muitos e diferentes graficos, previamente planificados
para essa aula experimental. A rapidez de processamento ajudaria a motivar o aluno a visualizar

3

graficos, nio somente os planificados como também outros & sua escolha, manipular ou




modificar as suas expressdes analiticas para obter novos graficos, ler os respectivos limites no

grafico e comparar os novos resultados com os obtidos anteriormente.

4.1.1 Plano da aula
< 1 .
Alguns professores afirmaram, nas consultas, que usavam a fungdo f(x)=— para explicar o
x
conceito de limite. Foi com base nesta informagio que foi seleccionada a fung@o racional do
tipo y =—, que serviria para introduzir, durante a aula experimental, o conceito de limite de
x
uma fungio pelo método grafico. Entretanto, foram também usadas outras fungdes do tipo

k . .
y= + b, mas aquela foi a predominante.
x+a

Como pré requisitos partiu-se do principio que os alunos ji conhecem, da unidade didactica

sucessdes, o conceito de limite de uma sucessdo, o uso dos simbolos 7 — o sendo » natural, a

« 1 . , .
sucessdo decrescente u, =— e o tipo de grafico correspondente a esta sucessdo assim como o
n

seu limite (o seu comportamento quando n — o ). Assim, as nogdes de tende para, aproxima-
se de, tem por limite... sio do conhecimento dos alunos de acordo com a dosificagdo do
programa de ensino. Embora a escola onde decorreu a aula experimental tenha uma dosificagdo
diferente da do programa oficial, a unidade “limite de sucessdes” precede a unidade “limite de
fungdes”, pelo que os alunos ja tinham aprendido o conceito de limite e possuiam 0s requisitos
basicos necessarios para a aprendizagem do conceito de limite de uma fungdo. O conceito de
assimptota é introduzido quando se ensina a unidade didactica fun¢des.

A seguir apresentam-se as actividades a serem desenvolvidas pelos alunos:

1. Visualize os graficos das seguintes fungdes, indicando em cada caso as assimptotas:

a)f(x)=%; b) f(x) = c)f(x)=%; d)f(x)=31—x; e)f(x)=x1—2; 0 f(x)="0

xl
N , N 1 -1 . .
Visualize os graficos das fungdes f(x) =— e f(x) =~— no mesmo sistema cartesiano.
x x

a) Indique as assimptotas de cada grafico. O que se pode afirmar sobre elas, sdo as mesmas

para ambas as fungdes ou nao?

b) De que valor do eixo das ordenadas se aproxima o grifico de cada fungdo quando

x— =0, x>+, x> 0"e x = 0"? A esse valor denomina-se limite da fungio.




. . . 1 -1 . .
¢) Visualize os graficos das fungdes f(x}=— e f(x)=-— no mesmo sistema cartesiano.
x X

Leia os limites nos graficos quando x > —w, x > +w, x=2>0"e x > 0",

Visualize separadamente o grafico de cada uma das seguintes fungdes:

a)f(x)=ﬁ, b)f(x)=ﬁ, 0 f(r)=—— e d) f(x)=2+——

x=2 x-1

1°} Identifique as assimptotaé vertical e horizontal de cada grafico;

2%} Leia através do grafico os limites das fungdes acima dadas, considerando o seguinte:
a) quando x=>17, x=>1", x 5> -w e x > +w
b)quando x »-1", x> -1", x 5> —0 e x = +©
cyquando x 27, x 22", x>—w e x> +w©

d)quando x> 17, x>1", x > —w ¢ x > +®

A partir destas actividades seriam estudadas as assimptotas verticais ¢ horizontais, os limites
nos extremos menos infinito € mais infinito do eixo das abcissas € os limites na vizinhanga do
ponto onde cada fungdo nao esta definida. Como houvesse computadores suficientes na sala de
informatica, podendo cada aluno trabalhar individualmente, essas actividades foram

planificadas como independentes. Entretanto, os alunos podiam trocar impressdes entre eles.

4.1.2 O papel da professora (pesquisadora) durante a aula

Durante a aula experimental, a pesquisadora desempenhou o papel de professora. Tratando-se
de uma aula em que seria usado um software que os alunos nunca tinham usado no estudo de
limites de fungdes, era importante que aprendessem primeiro os comandos e procedimentos que
lhes permitiriam a realizagio das actividades planificadas para a aula. A pesquisadora explicou-
lhes também como ler limites num grafico, como modificar a expressdo analitica de uma fungio
ja introduzida no computador para obter dois graficos (o novo € o anterior) no mesmo sistema
cartesiano ortogonal (os graficos aparecem em cores diferentes no mesmo sistema) € como
fazer a andlise comparativa dos graficos (limites) visualizados. Enquanto os alunos realizavam
as actividades recomendadas, ela ia observando, controlando o empenho de cada um deles na
realizagiio das actividades e, em caso de necessidade, ajudava os alunos a encontrar uma via

que conduzisse a uma determinada solugio.




4.1.3 Actividades dos alunos

Uma vez compreendidos os procedimentos acima descritos, os alunos passaram a realizar as
actividades recomendadas no plano de aula. Portanto, segundo o plano de aula, tinham que
definir no computador as expressdes analiticas das fungdes recomendadas e visualizar os
respectivos graficos, ler limites no grafico nos pontos dados {do seu dominio de existéncia ou
onde ela ndo esta definida), modificar expressoes analiticas ja definidas de algumas fungdes e
fazer uma anélise comparativa com os resultados obtidos anteriormente, tirar conclusdes sobre

o que aprenderam na introdugdo do conceito de limite de uma fungfo usando o computador.

Concluindo, pode-se afirmar que o computador, neste método grafico, foi um meio que
permitiu uma construgio e visualizagio perfeitas dos gréficos e dos pontos onde se pretendia ler
limites. Os alunos visualizaram muitos graficos de fungdes previstas no plano de li¢do lendo

limites em pontos determinados e analisando assimptotas horizontais e verticais dos graficos

visualizados.




Capitulo V - Resultados

5.1 A intervencio

A intervengio consistiu na implementagio do plano de ligdo visando introduzir o conceito de
limite de uma fungo pelo método grafico usando o computador. A aula experimental durou 90
minutos ¢ neste intervalo de tempo os alunos resolveram todos os exercicios previstos, os quais
incluiam a introdugdo no computador das expressdes analiticas das fungées, visualizagdo dos
respectivos graficos e leitura de limites nos graficos. Este volume de actividades ndo seria

exequivel nesse espago de tempo se néo fosse usado o computador.
. . . . . N 1
O exemplo de fungdo que serviu para a introdugdo do conceito de limite foi a fungdo f(x)=-—.
X

Nio foi facil para alguns alunos, de imediato, introduzir correctamente no computador a
expressdo analitica desta e de algumas fungdes da ficha de acordo com a sintaxe do software.
Contudo, eles verificaram que o computador tinha ¢ onstruido rapidamente e ¢com precisio o
grafico da fungdo, sem necessidade de introduzir valores da varidvel independente x. Entretanto,
o grafico visualizado pelo computador de um dos alunos parecia diferente do construido pelo
computador do seu colega ao lado e parecia tocar o eixo das abcissas a partir dos pontos x = -8

e x=8 e no eixo das ordenadas a partir dos pontos y =-8 € y =8 respectivamente. O aluno

disse que ndo sabia que tecla tinha pressionado para que o grafico fosse assim diferente (ver Fig.

5.1 a direita).
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Fig. 5.1 Graficos da fungdo f(x)=— visualizados em escalas diferentes
x




Este resultado foi apresentado a turma para uma breve discussido (o grafico da fungdo f(x)= !
X

toca ou ndo os eixos ortogonais?) e serviu de ponto de partida para o estudo de outros comandos,
tais como os que permitem ampliar ou comprimir graficos, alterar expressdes analiticas ja
introduzidas ou manipular graficos no software MathGv.

Surgiram entdo duas ideias diferentes a respeito do comportamento desta fungdo: uma era que o
grafico tocava os eixos € a outra que dizia que nio tocava. Esta diferenca de resultados suscitou
motivagio e discussdo, entre os alunos, a volta do comportamento desta fun¢io em relagio aos
eixos ortogonais. A discussdo conduziu ao estudo das assimptotas da fungdo. Para que eles
prosseguissem a discussdo com vista a chegarem, eles proprios, a uma conclusdo, a pesquisadora
ensinou-lhes os comandos que permitem aumentar a escala de visualizagdo (Zoom In) ou reduzi-
la (Zoom Out), e varios outros, por exemplo, os que permitem modificar expressdes analiticas de
fungdes j & d efimdas, visualizar no mesmo sistema ortogonal d ois ou mais graficos, etc. Eles

comegaram, desta forma, a analisar no computador o comportamento do grafico da fungdo

1 N . . . . ~
f(x)=— em relagio aos eixos ortogonais. Eles viram, a partir da execugio dos comandos do
x

A . - 1 . .
menu View e de outros, que o grafico da fungdo f(x)=— ndo tocava os eixos ortogonais. O
X

aluno que obteve, logo no inicio da aula, o grafico visualizado numa escala diferente da dos
outros, possivelmente, teria pressionado continuamente a tecla F4 (Zoom Out). Este pormenor
conduziu ao estudo do conceito de limite desta fung¢do no ponto de abcissa x = 0, tendo a
pesquisadora pedido aos alunos que também analisassem e tirassem conclusbes sobre o
comportamento da fungfio ndo s6 nas proximidades do ponto x=0 como também nos casos em
que os valores de x tendem para+o e para —o. Eles experimentaram alguns valores e
graficamente verificaram que, & esquerda de x = 0, os valores de f{x} tendem para—o.
Atribuindo a x valores positivos proximos de zero, os correspondentes valores de f{x) sdo cada

vez maiores (tendem para-+<0).
. . 1 . \ ~
Relativamente a fungdo f(x)=— os alunos chegaram as seguintes conclusdes:
X

Quando x = +0, f{x) aproxima-se de 0, sendo sempre positivo. Neste caso o grafico da fungdo
aproxima-s¢ do eixo das abcissas, mas sem nunca o atingir. Este eixo € uma assimptota
horizontal ao grafico. Quando x tende para zero a direita, f(x) = +o € quando x tende para
zero 4 esquerda, f(x)—> —oo. Nestes dois casos, o grafico aproxima-se do eixo das ordenadas

sem nunca o atingir. O eixo das ordenadas ¢ uma assimptota vertical ao grafico. Depois, os




alunos prosseguiram com os exercicios de 1 a 3 apresentados no planc da aula experimental. Por
.. . 1 . .
exemplo, no exercicio n° 3, alinea d) f(x)=2+ o foi-lhes pedido que representassem o
x —

grafico desta funcio ¢ lessem o limite da fungdo quando x ~» +o0 € x — —o0. Os alunos tinham
que definir a fungio constante y=2 e toda a fungdo f{x) para comparar o comportamento da

fungdo em relagdo ao termo independente. As Fig, 5.2 a direita e Fig. 5.3 4 esquerda mostram o
grafico da fungdo f(x)= 2+—i—1. A parte esquerda da Fig. 5.2 e a parte direita da Fig. 5.3
x P

mostram o comportamento deste grafico quando x — - e quando x — +0, respectivamente.
Com o aumento cada vez maior da escala de visualizagfio, o tamanho da janela de visualizagio,
no écran do computador, comega a ndo ser suficientemente maior para visualizar todo o gréfico,
ficando oculta a maior parte dele.

A janela de visualizagdo, na escala padrio, abrange somente o intervalo [-7, +7] do eixo das

abcissas e [-7, +7] do eixo das ordenadas, ficando ocultos os semi-intervalos ]—oo,—'l[ e

]+ 7,+oo[. Por exemplo, na Fig. 5.2 a esquerda, a janela conseguiu visualizar apenas a parte do

. 1 ) . .
grafico f(x}=2+ 1 e da assimptota horizontal y =2, em escala maior, correspondentes aos
—

valores de x contidos no intervalo [-21,-18], ndo tendo sido possivel visualizar o eixo das
ordenadas. Para valores de x inferiores a —21 ou superiores a +21, a janela de visualizagdo ja ndo
consegue visualizar nem o grafico nem os eixos do sistema cartesiano. Porém, pode-se mover
para cima ou para baixo a parte visualizada do grafico para se ler os valores correspondentes de
x, para a esquerda ou para a direita para a leitura dos valores correspondentes de y, conforme o

caso.
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Fig. 5.2 Exemplo de leitura de limite no grafico da fungdo f(x)=2+ Y quando x — —o0
x [

A esquerda esta visualizada uma parte do gréfico contida no intervalo [-21, -18].
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Fig. 5.3 Exemplo de leitura de limite no grafico da fungdo f(x)=2+ Y quando X — +w0
x —

A direita est4 visualizada uma parte do grafico contida no intervalo [18, 21].

Com este procedimento os alunos certificaram-se que o grafico ndo toca a recta horizontal (y =

2), aproximando-se, contudo, cada vez mais dela para qualquer valor de x (positivo ou negativo),




0 que os conduziu a concluir que o valor y = 2 ¢ o limite da fungéo f ():)=2-J:-L1 quando
x—

x — +0 ou quando x — —co. Definiram a seguir, no computador, fungdes da sua iniciativa (ndo
previstas no plano da aula experimental) visualizando os respectivos graficos e fizeram a leitura
de limites em determinados pontos desses graficos.

A aula experimental permitiu confirmar o que a literatura recomenda: com o computador €
possivel resolver muitos exercicios sobre limites de fungdes, porém, a aprendizagem deste,
conceito pelo aluno ndo depende do computador, mas sim de uma planificagdo cuidadosa de
actividades que os alunos devem realizar com vista a compreender este conceito.

A sequéncia logica dos exercicios permitiu que os alunos transitassem de uma actividade para a
outra depois de terem percebido a anterior culminando com a defini¢do de fungdes a sua escolha.
Nesta aula experimental observou-se que os alunos estavam a aprender o conceito de limite de
uma fun¢iio de uma maneira diferente da habitual pelo entusiasmo, habilidades de introducdo
das expressdes, analise dos graficos, leitura de limites ¢ dedicagdo mostrados na aula.

Os alunos nunca antes tinham tido actividades de leitura de limite num grafico, mesmo na
unidade limite de sucessdes. Na aula experimental revelaram que tinham dificuldades em definir

no computador expressdes analiticas de certas fungdes que requeriam o uso de paréntesis.
. . - | S .
As diferentes escalas com que o grafico da fungdo f(x)=— foi visualizado nos diferentes
X

computadores niio eram do conhecimento dos alunos. Esta situagio foi novidade para os alunos ¢
suscitou curiosidade e entusiasmo nos mesmos e, a partir dela, puderam discutir o
comportamento desta fungfio tanto nos extremos como na origem do €ixo das abcissas.

Os comandos de ampliagdo, por exemplo zoom in, de redugiio de escala, por exemplo zoom out,
os que permitem visualizar os extremos esquerdo e direito (scroll left e scroll right) do grafico,
0s que permitem a visualizagio dos extremos superior ¢ inferior do grafico (scroll up e scroll
down) facilitaram a analise do comportamento desta fungdo pelos alunos e leitura dos seus
limites nos extremos e na origem.

Seguindo a sequéncia das actividades programadas na aula experimental, os alunos foram
ganhando habilidades de definigdo, visualizagdo, manipulagdo, anélise e sobretudo de leitura de
limites de fungdes nos graficos visualizados. Assim, gradualmente eles foram definindo,
visualizando graficos de fungdes cada vez mais complicados e lendo nesses gréaficos limites em
pontos determinados. Assim, com o computador, foi possivel que eles visualizassem graficos de

mais de dez fungdes, 0 que ndo seria possivel com o quadro e giz.




A rapidez e a perfei¢io com que os graficos sdo construidos e visualizados no computador, por
um lado, as facilidades de manipulagdo tanto das expressdes analiticas definidas no computador
como as dos respectivos graficos, por outro, permitiram que os alunos, sem muito auxilio da
pesquisadora, compreendessem limites pelo método grafico no computador.

A aula for mais dindmica, porque os alunos puderam modificar expressdes analiticas de algumas
fungtes e obtiveram novos graficos no mesmo sistema cartesiano ortogonal. Isto permitiu
comparar resultados e fazer um estudo paralelo de limites de duas ou mais fungdes diferentes.
Depois da aula pediu-se uma entrevista aos alunos para cada um manifestar o seu sentimento
sobre a aula, isto ¢, se tinha c ompreendido ou ndo o conceito de limite de uma fungdo pelo
método grafico usando o computador. Serd que a aula experimental ajudou os alunos a
entenderem o conceito de limite de uma fungdo? Isto é o que veremos com os resultados da

entrevista.

5.2 A avaliacfio através da entrevista

A entrevista tinha como objectivo avaliar o nivel de percepgio dos alunos em relagdo ao
conceito de limite.

As perguntas da entrevista foram elaboradas prevendo-se que os alunos podiam responder ou
cometer erros que se sintetizam no quadro seguinte.

Os erros possiveis dos alunos foram estabelecidos com base na literatura e na experiéncia diaria
do professor na sala de aula.

A tabela 5.1 mostra a resposta que se esperava do aluno, os erros que ele possivelmente ira

cometer ao responder uma dada pergunta.

Tabela 5.1 Respostas esperadas/Erros possiveis dos alunos

Perguntas Resposta esperada do aluno Erro possivel
O conceito de limite foi facil (ou dificil).
a) |Quando x decresce ffx} tende para zero. Quando x decresce f{x) tende para
menos infinito.

b) [y=0 € equacio do eixo das abcissas v =0 ¢ equaciio do eixo das ordenadas
¢) |x=0¢equagio do eixo das ordenadas. x =0 ¢ equacdo do eixo das abcissas.

a) |xtoma valores reais positivos cada vez x é crescente; a fungfo € crescente.
maiores do que qualquer outro nimero real
positivo por maior que s¢ja.

x toma valores reais negativos cada vez x toma valores sempre negativos
menores do que qualquer outro niimero real | pequenos;

negativo por menor que seja. x & decrescente; a fungio €
decrescente.




Quando x tende para zero o limite da
expressdo € iguala 1.

Quando x tende para zero o limite da
expressdo € igual a zero.

Nio tende para 0,9999...999
¢ uma afirmagio falsa.

Tende para 0,9999...999
a afirmacio ¢ verdadeira.

Nio tem por limite 0,9999...999
¢ uma afirmagio falsa.

Tem por limite 0,999%_..999
¢ uma aftrmacio verdadeira.

Sim, tende para |
¢ uma afirmagio verdadeira

Nio, ndo tende para 1
¢ uma afirmagdo falsa.

Sim, tem por lLimite 1
¢ uma afirma¢io verdadeira.

Nio, ndo tem por limite 1; € uma
afirmacdo falsa, o limite & 0,9999...999

O valor da fungfio no pontox =2 é 2,

O valor da fungdo no pontox =2 ¢
inferior a dois.

O limite é igual a 2.

O limite é igual a mais infinito pois a
recta y = 2 nio tem fim. O limite ndo
existe porque a esquerda de 2 x é
menor que 2 e a direita ¢ maior do que
2, portanto, diferentes.

Nio.

Sim.

Valor do qual a funciio f{x) se aproxima
quando x se aproxima de um valor dado.

f{x) tende para mais infinito.
E um méximo que a fungfo atinge.
Valor no qual a fungio ndo toca.

y tende para 1.

y tende para mais infinito.
y tende para zero.

y tende para 1.

y tende para menos infinito.
y tende para zero.

y tende para infinito. Ndo existe limite,

O limite & zero porque quandox=0 y
=0.

Nio. Nio.

Toca no infinito.

Assimptota horizontal

linha que separa as duas curvas do
grafico.

y tende para infinito.
O dominio ¢ R\{l}.

y tende para menos infinito;
y tende para mais infinito;
y tende para zero.

O dominip é R .

x deve tender para 1.

x deve tender para mais infinito,

Assimptota vertical.

Recta que separa as duas curvas do
grifico.

Introduzir fungdes racionais no computador,
visualizar os graficos dessas no mesmo
sistema cartesiano ortogonal e ler limites em
determinados pontos dos graficos.
Manipular os graficos ¢ analisar limites nos
pontos onde a fun¢io nio esté definida e nos
ramos menos infinito € mais infinito do eixo
real.

Calcular limites com base no
computador. Trabalhar com o software
informatico MathGV.




Construgdio explicita, rapida e precisa de
graficos. Facilidade de andlise do
comportamento das fungdes em diversos
pontos do eixo real, facilidade de
manipulagdo (alteragio) das expressdes
analiticas para obter novos grificos ou
novos resultados permitindo comparagio
entre os resultados ja obtidos e os mais
recentes.

Fronteira, barreira, meta, linha de
demarcagio.

Andlise das respostas dos alunos dadas durante a entrevista

Pergunta I — sobre equagdes x = 0 e y = 0 do sistema cartesiano ortogonal

Nas alineas a), b) e c¢) desta pergunta, pretendia-se que em a) o aluno lesse o limite no grafico, e
em (b) e (c) identificasse os eixos das ordenadas e das abcissas, respectivamente, a partir das
equagdes x =0 ey = 0. Os resultados provam que, em geral, os alunos ndo s6 sabem ler o limite
de uma fungio no grifico como também identificar bem cada eixo a partir das respectivas
equagdes, a excepgdo de um aluno da escola secundaria Francisco Manyanga que confundiu uma
com outra, isto é, disse que x =0 ¢ o eixo horizontal ¢ y = 0 é 0 eixo vertical. De facto, todos os
alunos entrevistados ja tinham aprendido os graficos apresentados nesta pergunta e as equagdes
das rectas x = 0 € y = 0 nos niveis anteriores; por isso, ndo tiveram dificuldades em responder

correctamente a pergunta.

Pergunta 1l - sobre interpretaciio dos simbolos x - ~», x > +0 e x > 0 e determinagdo

do limite da fun¢iio y = lim 2°

g
As respostas dos alunos a esta pergunta revelam que eles ndo tém grandes dificuldades em
interpretar o significado da expressdo “x tende para mais infinito” ou “tende para menos
infinito”. Trés alunos dos que ndo tiveram aula com computador responderam que “x tende para
menos infinito” significa que “os valores da fungdo sdo decrescentes t endendo para menos
infinito”. E stas respostas mostram que alguns a lunos confundem a variagio de x para menos

infinito (ou para mais infinito) com os valores que a fungdo toma para cada x.
Os trés alunos recorreram a substituigio de alguns valores de x na expressdo 2°. Depois
confrontaram os resultados obtidos com o aspecto do grifico da fungio f (x)=2‘, o qual vai

‘descendo’ (ou ‘subindo’) 4 medida que x tende para menos infinito (*ou para mais infinito’)




sem, contudo, tocar o eixo das abcissas, tendo concluido que 4 medida que x tende para menos
infinito, a fungio decresce (continua a descer acompanhando o decrescimento de x) para o
menos infinito.

Para o caso da alinea ¢), isto é, “quando x tende para zero, qual € o limite?”, os alunos
responderam correctamente, afirmando que o limite era iguala 1. Os alunos ja estudaram a
fungdo exponencial nos niveis anteriores, por isso, ndo tiveram dificuldades em responder a esta

pergunta.

Pergunta III — sobre o conceito de sucessdo e de densidade do eixo real
As respostas que se e speravam d os a lunos eram comentérios acerca dos valores 0,999..9 da
sucessdo ¢ 1 (um). Era simples para os alunos comentar que a sucessdo se aproximava, tendia

para ou tinha por limite 1.

Pergunta IV — sobre defini¢do intuitiva de limite de uma fungio
Como ja se referiu nesta pesquisa, o conceito de limite € dificil de ser compreendido pelos
alunos ( conforme a literatura). Em relagio as alineas a),b), c) e d) desta pergunta, todos os
alunos que participaram na aula em que se usou computador responderam correctamente a estas
quatro alineas. Dos restantes alunos um nio respondeu as alineas c) e d). De notar que nesta
pergunta os alunos tinham que ler os limites no grafico. Para a alinea €) nenhum aluno conseguiu
explicar limite de uma fungdo.
As primeiras quatro respostas da alinea e) s3o dos alunos que tiveram aula com auxilio do
computador € as outras cinco sdo dos alunos que tiveram aula sem computador.
Respostas dos alunos que tiveram aula com auxilio do computador:
Dario .“drea na qual a fungdo se desenvolve, quando o x € zero o'y é uma fungdo tem o
valor um”;
Este aluno concebe limite de uma fungdo como “area”. Ele vé limite no aspecto geométrico.
Quando ele usa a expressio * na qual a fungdo se desenvolve”, entdo vé o conceito de limite no
aspecto dindmico.
Sara “os pontos que sdo visiveis no grdfico ... que se podem analisar no grdfico”,
Esta resposta n#o vai ao encontro da respectiva pergunta.
Cunha . “limite de uma fungdo é ponto maximo de uma fungdo”;
Este aluno faz uma confusio entre o conceito de limite e o conceito de maximo de uma fungéo.
Célia - “sdo os intervalos de minorante e majorante onde a fungdo se desenvolve, isto é, a

banda onde a fungdo tende do lado negativo como do lado positivo™,




Para este aluno o conceito de limite estd ligado a intervalos onde a fungdio se desenvolve
(aspecto dindmico) mas também numa representagio geométrica.
Os alunos que ndo tiveram aulas em que se usou computador definiram limite de uma fungéo
nos seguintes {ermos:
Pedro - “limite de uma fungdo seria o valor mdximo, o valor maximo que essa fungdo pode
atingir”,
Este aluno considera o valor maximo como sendo barreira, fronteira ou uma linha que nio pode
ser transposta. Ele expressa esta concepgio mental (espontinea) para explicar o que € limite de
uma fungdo. Neste caso, “valor maximo” seria a linha horizontal y=b (assimptota) que a fungio
pode atingir (valor alcangavel, mas nio transponivel).
Zeca - “Eu acho que o limite de uma fungdo sdo valores que, para qualquer x a fungdo
nunca toca num determinado valor. Por mais que a fung¢do cresc¢a ou decresga, a fungdo
nunca chega aquele valor sempre aproxima-se a um determinado valor”.
Este aluno concebe limite como um valor que se aproxima mas que nunca se alcanga. Tem um
conceito de aproximagio reforgado pela ideia de assimptota, movimento (aspecto d indmico).
Mas também considera o limite no quadro numérico & grafico.
Jodo - “limite é o valor em que essa fungdo ndo toca ... aproxima-se, ... é o valor em que
um determinado x sendo mais infinito ou menos infinito aproxima-se desse determinado
valor mas nunca chega ao tal valor”.
Pode-se também dizer que o aluno considera o limite como um valor do qual a funcdo se
aproxima mas que nunca alcanga. Tem um conceito de aproximagdo também refor¢ado com a
ideia de assimptota horizontal, movimento (aspecto dindmico). Mas também considera o limite
no quadro numérico e grafico.
Filza - “limite de uma fungdo é o valor aproximado os valores ... os valores que ... os
valores nunca chegam a tocar aquele ponto mas aproximam-se quanto mais aumentamos
néh ... o valor nunca chega tocar o tal limite da fun¢do”.
Nesta resposta, o aluno deixa expresso o conceito de aproximagdo, movimento (aspecto
dinamico). Mas também considera o limite no quadro numérico e grafico.
Inés - *“ eu acho que o limite de uma fun¢do é valor do qual ... alids, pode ser o valor
mdximo que a fungdo atinge, ou é o valor pelo qual comeca a ser constante mesmo

acrescentando nesse limite comega a crescer para mais infinito ou menos infinito o valor

ndo se altera”.




Este aluno, além de considerar o limite no aspecto estatico, tem também a ideia de aproximagio
(aspecto dindmico), bem como de limite de uma funcdo uma vez que se refere a
crescimento/decrescimento da fungfio sem atingir um determinado valor.

As definigdes dos estudantes sobre limite de uma fungfio podem ser classificadas da seguinte

maneira:

Tabela 5.2 Concepgio dos estudantes em relagéio a limite de uma fungio

Concepedes dos alunos a respeito de limite de uma fungio

Estatica Dinamica

Maximo/Minimo | Intervalo/drea/banda | Aproximacgao/

movimento

Aula com recurso a computador | Cunha Célia Dério

Aula sem recurso a computador | Pedro, Inés y Zeca, Jodo, Filza

Duas respostas dos alunos (Cunha, Célia) entrevistados que tiveram aula de introdugdo do
conceito de limite de uma fungio usando o método grafico com o auxilio do computador
revelam a tendéncia de definir limite de uma fungdo no aspecto estatico, & excepgéo da resposta
do Dario. A resposta da Sara ndo foi classificada nesta tabela por ndo ter ido ao encontro da
respectiva pergunta.

Trés alunos (Zeca, Jodo, Filza) dos entrevistados que ndo estiveram presentes nessa aula
tentaram definir limite de uma fung@o no aspecto dinamico, enquanto que dois (Pedro, Inés)
tentaram definir limite no aspecto estatico. Porém, dos alunos que ndo estiveram presentes nesta
aula e xperimental, dois tentaram também definir 1imite no aspecto estético. E sta ¢ onstatagio
pode conduzir a afirmagiio que a concepgio dindmica ou estatica de limite de uma fungo que os
alunos revelam nesta pesquisa nao dependeu do uso ou néo do computador como meio auxiliar
de introdugdo do conceito de limite de wma fungo.

Estudos feitos por alguns autores tais como Cornu (1980, 1981) e Sierpinska (1987) indicam
que uma grande percentagem de alunos tém o que eles chamam de visdo estatica do conceito de
limite. Os alunos que responderam que limite de uma fungéo “é o valor maximo que essa fun¢do
pode atingir” ou *'é ponto maximo de uma fun¢do” podem ser agrupados com os que consideram
o limite no aspecto estatico, pelo facto de 0 maximo ser um valor fixo.

O conceito de limite de uma fungao ndo sé € visto no aspecto estatico como também no aspecto
dindmico.

Mutemba (2001a) citando Cornu (1992) faz referéncia as expressdes “aproxima-se, mas nunca

toca”, “nio ultrapassa”, “tende para” como conceitos imagem associados com um processo




dindmico de “chegar mais perto de”, “aumentar para” ou “avangar sempre”. Assim, neste
trabalho foram consideradas como concepgio dindmica as seguintes respostas dos alunos:
“area na qual a fungdo se desenvolve”, “sdo os intervalos de minorante e majorante onde a
fungdo se desenvolve”, *a fun¢do nunca atinge a quele valor, sempre aproxima-se a um
determinado valor”, * ... x sendo mais infinito ou menos infinito a fun¢do aproxima-se de
um determinado valor mas que nunca chega ao tal valor”, “é o valor aproximado ... os
valores que ... nunca chegam dquele ponto mas aproximam-se”...

As concepedes estatica € dinimica de limite de uma fungdo sdo importantes para o entendimento

deste conceito.

Pergunta V - sobre leitura de limite no grifico nos extremos menos infinito e mais infinito e
nos pontos de descontinuidade

Dos alunos que tiveram aula com computador como recurso, dois ndo responderam
correctamente as alineas a;) e az). Estes alunos disseram que o limite € infinito quando x tcnde
para mais infinito, o que mostra que nem todos os alunos presentes na aula experimental
compreenderam a leitura de limite no grafico. N@o leram os valores dos limites no eixo das
ordenadas, mas sim no eixo das abcissas. Dois dos alunos entrevistados que tiveram aula sem
auxilio do computador cometeram também o mesmo tipo de erro.

Na alinea a;), de todos os entrevistados, apenas um aluno da Escola Francisco Manyanga € que
acertou dizendo que ndo havia limite. Quanto aos restantes, dois responderam que o limite era
zero, um aluno afirmou que o limite era um, dois alunos afirmaram que o limite era mais infinito
¢ trés que era menos infinito. Os que afirmaram que o limite era mais infinito (ou menos
infinito) aproximaram-se mais da resposta certa, em relagéo aos outros alunos que erraram. Eles
leram o limite  direita ou a esquerda do ponto zero onde se pretende determinar o limite em vez
de fazé-lo tanto 4 esquerda como a direita do ponto zero. Isto porque os alunos ainda ndo sabem
determinar limites laterais de uma fungio, visto tratar-se de uma aula de introdugio do conceito
de limite de uma fungio.

Todos os alunos acertaram nas alineas b) e c). Isto mostra que os alunos tém a ideia de
assimptota. Tanto os alunos que tiveram aula com recurso ao computador como 0s que ndo

tiveram adquiriram o conceito de limite na unidade didactica limites de sucessoes, muito em
. _ x 1 , N
particular quando se estudou o limite da sucessdo do termo geral u, =--, dai a razio de todos
n

terem acertado.




Pergunta VI - sobre relagiio entre os pontos de descontinnidade no grafico com o dominio
da funcio e com a recta vertical definida por esses pontos

Nesta pergunta, todos os alunos que presenciaram a aula em que se utilizou computador
responderam que o dominio da fungdo correspondente a este grafico era o conjunto de todos os
niimeros reais, apesar de terem afirmado que o limite, na vizinhanga do ponto x = 1, era infinito.
Um dos alunos que nio tiveram aula com auxilio do computador afirmou que a rectay =1 era

uma assimptota vertical e a recta x = 1 uma assimptota horizontal.

Pergunta VII — sobre o que o aluno aprendeu na aula ¢ as vantagens do uso do computador
na aprendizagem de limites
As alineas a), b) e c¢) desta pergunta foram formuladas para os alunos que tiveram aula com o
computador como recurso e foram perguntas abertas no sentido de dar o seu ponto de vista sobre
aquilo que tinham aprendido sobre limites usando o computador. Duma maneira geral os alunos
afirmaram ter sentido algumas dificuldades em introduzir expressdes analiticas de fungdes no
computador, pois era necessario adaptar as expressdes a sintaxe do software MathGV. Por
exemplo, “x*” tinha que ser escrito “x*2”. Porém, alguns alunos j& sabiam trabalhar com o

computador como usuarios.

A pergunta para todos consistia em explicar limite no contexto ndo-matematico. Alguns alunos
explicaram limite como sendo uma barreira intransponivel, ndo alcan¢avel embora se possa
aproximar dela. Estio evidentes nessas defini¢bes ideias de movimento, de aproximagio e
estatica. Relacionando esta pergunta com a quatro, em que se pedia aos alunos para sugerirem
uma definicio de limite, a mesma ideia que exteriorizaram naquela pergunta ficou expressa
também nas respostas a esta pergunta, reflectindo a sua experiéncia didria no tocante ao conceito
de limite.

Analisando a tabela 5.2 nota-se que, no contexto nio matematico, os alunos Cunha, Pedro ¢ Jodo
tentaram explicar limite como sendo um valor méximo ou minimo que a fungio pode alcangar,
os alunos Dario, Sara, Célia, Filza e Inés procuram afirmar que o limite de uma fungio ¢é
intransponivel e o aluno Zeca explicou limite em termos de valor aproximado. A explicaggio de
cada aluno em relagdo a palavra limite tanto no contexto nio matematico como no matematico
ndo € muito diferente.

As ideias dos primeiros dois grupos de alunos reflectem que atribuem ao limite de uma fungdo o
significado matematico de assimptota (valor do qual a fungdio se aproxima ...), ndo explicando,

contudo, o caso particular em que o limite de uma fung#o ndo existe ou o caso em que o limite é
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infinito. Pode-se entio observar que estes alunos, ao tentar explicar limite de uma fungéo,

procuram relacionar este conceito matemadtico abstracto com a ideia quotidiana de fronteira,

barreira ou obstaculo que néio deve ser transposto por mais que se queira.

Tabela 5.3 Comparagio das respostas dos alunos sobre limite no contexto matematico e nio matematico

Aluno

Respostas dos alunos

Contexto matematico

Contexto ndo matemitico

Dario

Area na qual a fungdo se desenvolve, quando o x
€ zero o y € uma fungio que tem o valor um.

Limite € a banda na qual a fungio se

desenvolve, é o intervalo em que a fungio
nunca chega a tocar ah ...

Sara

Os pontos que sdo visiveis no grifico ... que se
podem analisar no grifico.

Eu diria que ¢ limite é como o chio, a gente
nunca passa dele podemos tocar 14 e tudo, mas
para passar dele a gente nio passa.

Limite de uma fungo ¢ o ponto maximo de uma
fungio.

Limite quer dizer que existe um ponto maximo
€ um ponto minimo.

Sdc os intervalos de minorante ¢ majorante onde
a fungfio se desenvolve, isto ¢, a banda onde a
fungio tende do lado negativo como do lado
positivo.

Limite é o ponto onde nés podemos parar. Por
mais que percorramos  quilometros e

quilémetros aquele é o ponto que devemos
parar... € o limite.

Limite de uma fung¢io seria o valor maximo, o
valor maximo que essa fungio pode atingir.

Limite eu diria como sendo o ponto miximo de
qualquer coisa sendo a margem de qualquer
situagiio que estamos a analisar.

Eu acho que o limite de uma fung¢io sdo valores
que, para qualquer x a fungfio nunca toca num
determinado valer. Por mais que a fungio cresga
ou decresga, a fun¢dio nunca chega aquele valor
sempre se aproxima a um determinado valor.

Eu diria 4 pessoa que o limite é uma
referéncia... digo, por exemplo, no quadro,
perto do quadro, nio digo que é exactamente no
quadro... pode ser perto do quadro. O limite é
um valer no qual pode ndo ser aquele valor
exacto mas ser um valor aproximado a esse tal
valor.

Limite é o valor em que essa fungdo nfio toca ...
aproxima-se, é o valor em que um
determinado x sendo mais infinito ou menos
infinito se aproxima desse determinado vator
mas nunca chega ao tal valor.

O limite é um ponto ou um local maximo que
esteja aproximado a qualquer coisa ou objectivo
final.

Limite de uma fungio é o valor aproximado, os
valores ... os valores que ... os valores nunca
chegam a tocar aquele ponto mas aproximam-se
quanto mais aumentamos néh ... o valor nunca
chega a tocar ¢ tal limite da fungdo.

Limite seria um determinado local ... aproxima-
se do limite ... aproxima-se desse tal valor ou
objecto mas nunca chega a atingir.

Eu acho que o limite de uma fungiio ¢ o valor do
qual ... alids, pode ser o valor maximo que a
fungiio atinge, ou € o valor pelo qual comega a
ser constante mesmo acrescentando nesse limite
comega a crescer para mais infinito ou menos
infinito o valor nio se¢ altera.

Limite seria um local onde as coisas sdo
possiveis mas nio chega a atingir esse local. O
limite atingimos o local sé que ni3o ultrapassa
esse tal local.

No contexto nio matematico, eles procuram explicar a palavra limite evidenciando a ideia
quotidiana de local onde as pessoas devem parar. Isto ¢, nesse local, existe um obsticulo que se
pode tocar ou aproximar-s¢ dele mas ndo pode ser transposto. Assim, no contexto ndo
matematico, as concepgdes dos alunos em relagio a palavra “limite” mostram que este conceito

esta estritamente ligado 4 ideia de movimento de entes ou objectos (aspecto dindmico) em
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direcgdo a um obstaculo, barreira ou fronteira existente ou edificado num determinado local.
Esta forma de conceber o conceito de limite ¢ funcional no contexto em que vivem os alunos,
mas que ndo tem o mesmo significado no contexto matemitico.

O Zeca explicou a palavra limite em termos de valor do qual se pode aproximar. Contudo, a
semelhanga dos dois primeiros grupos dos alunos, ele depois compara limite com um obstaculo
(o quadro usado na sala de aula) que pode ser tocado mas ndo transposto.

Em geral, todos os alunos entrevistados explicaram a palavra limite, no contexto nio
matematico, como sendo ou um obstaculo (assimptota) ou valor (maximo/minimo).

No contexto matemético, o grupo constituido por (Dario, Sara, Cunha e Célia) que estiveram
presentes na aula de introdugdo do conceito de limite pelo método grifico (aula de aula
experimental)} explicou limite de uma fungdo evidenciando as palavras intervalo, drea ¢ banda
onde a fun¢do se desenvolve. Os restantes alunos entrevistados (Pedro, Zeca, Jodo, Filza € Inés),
0s quais ndo estiveram presentes na aula experimental, explicaram a palavra limite em termos de
valor aproximado [ maximo/minimo)] que uma fungio pode alcangar sem contudo o transpor.
Este grupo de alunos explica a palavra limite em termos algébricos (valor aproximado) enquanto
que o primeiro explica-a em termos graficos (4rea, banda ou intervalo onde a fungdo se
desenvolve). Estes dois tipos de pensamento em relagdo ao conceito de limite mostram que os
alunos aprenderam este conceito segundo métodos diferentes: método grafico no primeiro caso e
método algébrico no segundo. Uma vez que se trata de uma aula introdutoria do conceito em que
ndo se fez a avaliagdo do seu desempenho, acha-se prematuro afirmar se os dois grupos de
alunos compreenderam efectivamente o conceito.

Alguns autores como Tall & Vinner (1981) e Williams (1991) consideram que a ¢ oncepgio
dindmica de limite que os alunos sustentamn é o que os impede de compreender o conceito de
limite em termos formais. Contudo, Davis & Vinner, citados por Ervynck (1981), sdo de opinido
que a grande dificuldade surge na construgdo dinamica do conceito de limite de uma fungio e
esta dificuldade é um obstaculo na compreensio do conceito de limite pelos alunos. Tall &
Vinner (1981) afirmam que neste processo dindmico € necessario que os alunos possuam um
dominio de uso de quantificadores. Ervynck (1981) afirma que, infelizmente, por evidéncias tal
dominio ndo existe nos alunos. No ensino do conceito dindmico de limite € preciso considerar
este aspecto.

Relativamente ao dominio do uso de quantificadores pelos alunos abrangidos por esta pesquisa,
pode-se afirmar que eles nio possuem o tal dominio, uma vez que, segundo o programa
curricular de ensino, este conteudo ¢ da 10° classe do ramo de letras. Porém, esta pesquisa

abrangeu alunos do curso de ciéncias em que ndo se ensina este conteido.




Na aula com recurse ao computador usando o quadro grafico, o conceito de assimptota foi um
dos mais evidenciados pela natureza das fungdes definidas no computador. Dai que as

explicagdes da palavra limite tendem a evidenciar o conceito de assimptota.

O uso do computador permitiu motivar os alunos e eles analisaram todos os graficos de fungdes
racionais previstos no plano de aula e outros da sua iniciativa lendo os respectivos limites no
grafico.

No entanto as entrevista dos alunos, que também envolveram alguns alunos que néo tinham
participado na aula de intervengio mostrou que em termos de leitura de limite no grafico ndo
houve diferenga de aprendizagem entre estes dois grupos de alunos. Contudo, conforme a tabela
5.2 parece haver uma diferenca de concepgdes. Os que participaram na aula experimental
conceberam limite em termos estaticos, isto talvez porque o computador visualizou-lhes graficos
ja construidos e nquanto que os que nfo participaram naquela aula revelaram uma concepgio
dindmica de limite de uma fungio por terem desenhado manualmente os graficos. Esta diferenga

nao pode ser generalizada uma vez que o nimero de alunos entrevistados nio foi grande.

As conclusdes ¢ recomendagdes desta pesquisa sdo tratadas no capitulo VL.




Capitulo VI — Conclusdes, limitagdes e recomendacdes

6.1 Conclusdes

Nas escolas secundarias mogambicanas os professores de Matematica da 12° classe, segundo a
analise dos cadernos recolhidos, o conceito de limite de uma fungio ¢ introduzido de diferentes
maneiras. Em alguns cadernos a introdug@o ¢ feita a partir de uma sucessio, através de ponto de
acumulagio e definicdo em linguagem simboélica £/6 o nde se procura também explicar o

significado da notagio lim f(x)=b. Alguns professores explicam nos questiondrios o

significado desta notagdo ndo s através da linguagem &/6 como também através de um
esbogo de porgio de grafico que inclui a localizagdo dos pontos a € b € os nimeros de £.

A partir das observagdes feitas foi planificada uma aula de experimentagio visando introduzir o
conceito de limite de uma fungdo pelo método grafico com o auxilio do computador. Da sessio
de experimentagdo verificou-se o empenho dos alunos na realizagio das actividades, as suas
habilidades em termos de definigio de expressdes analiticas de fungdes no computador, analise
dos graficos visualizados, leitura de limites nesses graficos; notou-se também que volume de
actividades que por eles realizadas nessa sessdo ndo teria sido possivel se fossem usados
apecnas o quadro e o giz.

Depois de introduzido o conceito de limite de uma fungdo, nota-se poucos exercicios ligados
com a introdugdo deste conceito. Os professores d3o aos alunos muitos exercicios de calculo de
limites e levantamento de indeterminagdes, de expressdes notaveis aplicando regras,

procedimentos ou algoritmos matematicos.

6.2 Respostas as perguntas de investigac¢ao

Tratando-se de uma aula introdutéria ndo foi possivel que eles aprendessem as vérias técnicas
de leitura de limites no grafico de fungdes mais complexas. Depois desta aula os alunos
conceberam o c omputador c omo sendo um instrumento Wtil para a aprendizagem de limites
sobretudo pela visualizagdo grafica.

No método grafico, os graficos devem ser desenhados com perfeigdo de modo a permitir que os
alunos sejam capazes de ler limites em pontos determinados ou nos ramos menos infinito e
mais infinito do grafico. Com aqueles esbogos dos cadernos que a pesquisa analisou nio era
facil fazer este tipo de exercicio. Contudo, a construgdo 4 mio de grificos perfeitos consome

tempo e requer habilidade e precisdo. O uso de um programa de computador desenhado para o




estudo de limites de fungdes ou de graficos de fungdes pode ser muito 1til para introduzir o
conceito de limite de uma fungdio pelo método grafico, pois os grificos sio construidos
rapidamente e com perfeigdo. A rapidez e a perfei¢io com que os graficos sdo construidos ¢
uma vantagem pois muitos exemplos podem ser dados num intervalo de tempo reduzido.
Contudo, é necessiria uma estruturago l6gica das actividades dos alunos € uma aprendizagem
prévia do programa de computador a ser usado pelos alunos na introdugio do conceito de limite
de uma fungdo. A respeito do uso do computador, a pesquisa implementou um plano de ligio
em que foi usado o método grafico com a ajuda do computador para introduzir o conceito de
limite de uma fungiio. Apesar das vantagens que o computador ofereceu na aula experimental,
os alunos niio adquiriram do computador a habilidade manual de constru¢iio dos gréficos das
fungdes preconizadas no plano de aula. Durante a aula experimental alguns alunos mostraram
maior entusiasmo em aprender técnicas de definigdo de fun¢des no computador que aprender a
ler limites nos graficos visualizados. Contudo, o computador foi muito util pois permitiu
construir os grificos de todas as fungdes sugeridas na experimentagdo e analisar os limites nos

pontos recomendados.

Em relagio 4 primeira pergunta de investigagio:

1.Uma intervengdo que consiste na introdugdo do conceito de limite pelo método grdfico e
usando o computador poderd ajudar os alunos a melhorar a aprendizagem deste
conceito?

A introdugéo do conceito de limite pelo método grafico usando o computador ajudou o aluno a

introduzir as fungdes no computador e a manipular os graficos visualizados. Esta visualizagio

ajudou os alunos a compreender o conceito de assimptota, um conceito que ja tinham sido

ensinados nas aulas anteriores, porém nio tinham compreendido. Por exemplo, a intervengio

. - . . . | ..
ajudou os alunos a ler limites no grafico da fungdo racional f(x)=— na vizinhanga do ponto
X

x=0, quﬁndo x = - equando x - +w. O computador ¢ um meio que induz o aluno a
motivagio despertando o seu interesse ou curiosidade em aprender, neste caso, cada vez este
conceito atravéz da visualizagio ao mesmo tempo que ele (com mais treino) vai descobrindo
técnicas informaticas de leitura de limites no grafico e solugdo de problemas relacionados com
limites de fungdes mais complexas.

No que diz respeito 4 segunda pergunta de pesquisa:

2. Que concepgies poderdo prevalecer nos alunos depois desta intervengio?




T

Depois da intervegio, foram entrevistados quatro alunos. Alguns depois da intervengdo mantém
o seu pensamento quotidiano sobre limite, por exemplo, barreira, fronteira, banda, obstaculo,
que se pode alcangar mas n3o pode ser transposto. Porém, houve outros que exteriorizaram a
ideia de aproximagdo do grafico a uma linha que ndo pode ser alcangada (assimptota) ou
movimento do grafico ou aproximagio dos valores da fungdo em relagdo a um certo valor
numérico (limite). O computador ajudou o aluno a transitar do conceito de limite como barreira
para o conceito abstracto de aproximagdo de valores de uma fungéo de outro valor (numérico)

chamado limite.

6.3 Limitacgdes

A intervengio apenas envolveu alunos da turma de um unico professor;

Nio foram entrevistados todos alunos que estiveram presentes na intervencdo.

O tempo da entrevista ndo foi suficiente para se entrar em pormenores. Se houvesse tempo

suficiente, talvez as respostas dos alunos conduzissem a resultados mais aprofundados.

6.4 Recomendagdes

Recomendacgdes aos professores

Recomenda-se aos professores que:

e facam uso de diferentes quadros ou representagdes de uma forma combinada no ensino do
conceito de limite de uma fungfio para permitir que os alunos aprendam a resolver de varias
maneiras problemas relacionados com limites de fungdes.

Usem mais 0 método grafico e ndo se limitem a resolver exercicios meramente algébricos.

Recomendagdes aos pesquisadores

Recomenda-se aos pesquisadores que:

o investiguem outras alternativas de introdugdo do conceito de limite de uma fungdo que
podem ajudar os alunos a compreender com facilidade este conceito;
investiguem que dificuldades os professores de Matemaética da 12° classe encontram no
processo de ensino de limites.
pesquisem (por exemplo na internet) alguns programas de computador que podem ser
usados nas escolas secundarias para melhorar o ensino e aprendizagem de limites;
nas escolas onde nio existem laboratorios de informatica elaborem e testem materiais

didacticos da sua iniciativa para melhorar o ensino de limites.
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Anexo I1

Guido de entrevista dos alunos da Escola Secundaria Francisco Manyanga

¢ do Colégio Kitabu
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Anexo III

Guifo do propésito de cada pergunta
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