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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem sobre a aproximacao assimptotica do fluxo de
um fluido newtoniano e incompressivel no interior de um tubo fino recto com sec¢ao transversal
circular variavel. Primeiramente, definimos de forma precisa a geometria do tubo fino como
um dominio fino 2° no espaco tridimensional, onde € é um pequeno parametro relacionado
a geometria do dominio. A fronteira do nosso dominio é composta por duas partes disjuntas:
IS, (fronteira de Dirichlet), que representa a superficie lateral do tubo, e I'y, (fronteira de
Neumann), que representa as extremidades do tubo. Além disso, assumimos que o fluxo ¢é esta-
cionério. Partindo das equacoes de Navier-Stokes juntamente com a equagao de continuidade e
assumindo que o parametro € é muito pequeno, deduzimos o modelo que descreve matematica-
mente o fluxo de um fluido newtoniano e incompressivel no dominio ¢ na auséncia de forcas
de corpo, conhecido como o sistema estaciondrio de Stokes. Para descrever completamente o
nosso problema, consideramos que o fluxo é impulsionado por uma pressao externa que actua
como forga de superficie nas extremidades do tubo. Especificamente, associamos ao sistema
de Stokes duas condicoes de fronteira: condicao de tensao normal na fronteira de Neumann
(modelada como uma zona de entrada/saida onde é aplicado um gradiente de pressao como
forgas de superficie) e uma condigao de fronteira de Dirichlet homogénea para o campo de
velocidade na parte restante da fronteira. Dessa forma, formulamos um problema de fronteira
com condigoes de fronteira mistas, que é o foco principal deste estudo. Para construir a solucao
aproximada deste problema, utilizamos o chamado método formal de expansao assimptdtica,
que consiste em expressar a solu¢ao como uma série de poténcias do pequeno parametro €. No
processo de implementacao das etapas do método de expansao assimptotica, utilizamos diversas
ferramentas de analise matematica e da teoria cléssica de equagoes diferenciais, como o teorema
de divergéncia, técnicas de resolucao de equacgoes diferenciais lineares, e teoremas de existéncia
e unicidade da solugao para os problemas de Dirichlet e Neumann para a equacao de Poisson.
Como resultado principal, obtivemos uma forma generalizada da lei de Poiseuille para o termo
de ordem zero da velocidade. Além disso, a aproximacao obtida satisfaz a condic¢ao de fronteira

de Dirichlet e conserva o volume.

Palavras-chave: Fluido Newtoniano e incompressivel, Sistema de Stokes, Fxpansoes assimp-

toticas, Fluxo em tubos finos



Abstract

In this work, we develop an approach to the asymptotic approximation of the flow of a Newto-
nian incompressible fluid inside a thin straight pipe with a variable circular cross-section. First,
we precisely define the geometry of the thin pipe as a thin domain ¢ in three-dimensional
space, where ¢ is a small parameter related to the geometry of the domain. The boundary of
our domain is composed of two disjoint parts: I'y, (Dirichlet boundary), which represents the
lateral surface of the pipe, and I'S, (Neumann boundary), which represents the ends of the pipe.
In addition, we assume that the flow is stationary. Starting from the Navier-Stokes equations
together with the continuity equation and assuming that the ¢ parameter is very small, we
derive the model that mathematically describes the flow of a incompressible Newtonian fluid
in the € domain in the absence of body forces, the so-called stationary Stokes system. To
completely describe our problem, we consider that the flow is driven by an external pressure
that acts as a surface force at the ends of the pipe. Specifically, we associate two boundary con-
ditions with the Stokes system: a normal stress condition on the Neumann boundary (modeled
as an inlet/outlet zone where a pressure gradient is applied as surface forces) and a homogene-
ous Dirichlet boundary condition for the velocity field on the remaining part of the boundary.
In this way, we formulate a boundary problem with mixed boundary conditions, which is the
main focus of this study. To construct the approximate solution to the problem, we choose the
so-called formal method of asymptotic expansion, which is based on constructing the solution
as a power series in the small parameter £. In the process of implementing the steps of the
asymptotic expansion method, we used some tools from mathematical analysis and the classical
theory of differential equations, such as: the divergence theorem, techniques for solving linear
differential equations, existence and uniqueness theorems for solving the Dirichlet problem and
the Neumann problem for the Poisson equation. As the main result, we obtained a generalized
form of Poiseuille’s law for the zeroth-order velocity term. Furthermore, the approximation

obtained satisfies the Dirichlet boundary condition and is divergence-free.

Keywords: Newtonian incompressible fluid, Stokes system, Asymptotic expansions, Flow in

thin pipes



Capitulo 1

Introducao

Na natureza, podemos encontrar uma grande variedade de fluidos que sao substancias que
se deformam continuamente quando submetidas a uma forca tangencial. O ramo da ciéncia
destinado ao estudo do comportamento do fluido e suas propriedades é denominado Mecdnica
dos fluidos. Este ramo ¢é dividido em dois sub-ramos: estdtica dos fluidos e dindmica dos fluidos.
A estatica dos fluidos estuda fluidos que se encontram em repouso, enquanto a dinamica dos
fluidos estuda os fluidos que se encontram em movimento.

O movimento de qualquer fluido numa regiao do espaco tridimensional R?® pode ser descrito
por um sistema de equacoes diferenciais conhecido como equagoes de Navier-Stokes. Em geral,
as equagoes Navier-Stokes apresentam uma grande dificuldade tanto para o tratamento analitico
como computacional devido a nao linearidade dessas equacgoes.

As dificuldades matematicas apresentadas pelas equagoes do movimento de um fluido sao
tao significativas que solugoes explicitas sao encontradas apenas em circunstancias em que, por
alguma razao, as equagoes sao reduzidas a uma forma linear. Entre os casos mais simples
encontramos aqueles em que o campo de velocidade tem a mesma direc¢ao em todo o lado e
¢ independente da distancia na direc¢ao do fluxo (veja [3, p. 179]). Um caso especial deste
tipo de fluxo é o fluxo estacionario de um fluido viscoso num tubo recto de sec¢ao transver-
sal arbitraria e constante, conhecido como fluzo de Poiseuille. Para um fluido newtoniano e
incompressivel fluindo através de um tubo recto de seccao transversal circular constante com
paredes impermeéaveis, sob a ac¢ao de uma diferenca de pressao nas extremidades do tubo, a

velocidade v é dada pela seguinte formula de Poiseuille

v(r) = 4;LL<R2 —r?), (1.1)

onde Ap é a diferenca de pressao entre as extremidades do tubo, u é a viscosidade do fluido,
r é a coordenada radial, L e R denotam o comprimento e o raio do tubo, respectivamente.

Uma quantidade de importancia pratica é a taxa volumétrica de fluxo (), dada por:

R
Q= / 2mvrdr.
0
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Usando a equagao (ILT]), obtemos

Q= —W—RllAp. (1.2)

SuL

Esta formula é conhecida como lei de Poiseuille ou equacao de Hagen-Poiseuille. Segundo
[31], esta lei foi obtida experimentalmente por Jean Léonard Marie Poiseuille em 1838 quando
estudou o fluxo de agua através de tubos finos de vidro e os efeitos da diferenga de pressao.
De forma independente, em 1839, Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen obteve resultados similares
aos de Poiseuille. A lei de Poiseuille foi publicada por J. Poiseuille em 1840 nos seus trabalhos
[23, 24].

Todavia, a formula de Poiseuille d4 uma solucao exacta apenas no caso do fluxo de um fluido
Newtoniano e incompressivel em regime laminar através de um tubo com sec¢ao transversal
constante. Se o tubo tiver uma sec¢ao transversal variavel ou for curvo, s6 se pode derivar a
aproximacao da solugao através de técnicas de perturbagao singular (veja [22 p. 2]).

Nesta pesquisa, analisamos o fluxo de um fluido newtoniano e incompressivel em um tubo
fino recto com secgao transversal circular variavel. Consideramos duas condig¢oes fundamentais:
o fluxo incompressivel e o tubo fino. Um fluxo incompressivel é aquele em que a densidade do
fluido permanece constante em qualquer ponto ao longo do tempo. Esse tipo de fluxo é frequen-
temente associado a liquidos, como a dgua e 6leos, que mantém uma densidade praticamente
constante, mesmo sob variacoes de pressao e temperatura em muitas aplicagoes praticas.

Um tubo fino é caracterizado por ter um didmetro muito pequeno em relacao ao seu com-
primento, permitindo simplificagoes nas equagoes de movimento do fluido, pois o fluxo tende a
ser suave. Matematicamente falando, um tubo fino pode ser descrito como um dominio fino ¢
do espago tridimensional, onde £ > 0 é um pequeno parametro relacionado com a espessura do
dominio. No nosso caso, €2° tem a forma de um tubo fino recto de comprimento L e raio nao
uniforme de ordem O(e).

Além das suposi¢does mencionadas, assumimos que o fluxo é estacionario e é impulsionado
por uma pressao externa que actua como forca de superficie nas extremidades do tubo. Sob
essas condigoes, o movimento do fluido pode ser modelado pelo sistema de Stokes.

Devido a complexa geometria do tubo fino €2°, nao se pode esperar obter uma forma explicita
da solugao exacta do sistema de Stokes. Portanto, este trabalho é destinado a obtencao de uma
aproximacao assimptotica da solugao do sistema de Stokes.

Na literatura matematica, ha varios trabalhos publicados sobre a obtencao da aproximagao
assimptotica de fluxos estacionarios em dominios finos. Fabricius, Miroshnikova, Tsandzana
e Wall, em [12], investigaram o fluxo de Stokes em dominios finos (tubos finos e peliculas
finas) utilizando o método de convergéncia em duas escalas para dominios finos, desenvolvido
por Maru$i¢ e Marusi¢-Paloka em [I5]. Mironshnikova, em [I8], investigou o comportamento
assimptotico do fluxo de um fluido newtoniano em um tubo fino com fronteira rugosa, utilizando
o método de expansao assimptotica combinado com estimativas de erros. Fabricius, Manjate e
Wall, em [IT], investigaram o comportamento assimptotico do fluxo de Stokes em uma célula de

Hele-Shaw generalizada confinada entre duas superficies. Marugi¢-Paloka, em [17], examinou
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os efeitos da flexdo e torgao no fluxo de um fluido newtoniano em um tubo curvo e, em [16],
apresentou uma justificativa rigorosa de um modelo assimptético para o fluxo de um fluido
newtoniano em um sistema de tubos finos. Estudos semelhantes foram realizados por Pazanin,

em [21], 22], no contexto de fluidos micro-polares fluindo através de tubos.

1.1 Objectivos da pesquisa

Nosso obejctivo principal é obter uma aproximagao assimptotica do fluxo de um fluido New-
toniano e incompressivel em um tubo fino recto de secgao transversal circular de raio variavel.

Para alcancar este objectivo, definimos os seguintes objectivos especificos:

1. Fazer uma descricao sistemética de conceitos e leis basicas da dindmica dos fluidos;
2. Apresentar a deducao das equacoes de Navier-Stokes

3. Formular um modelo matematico que descreve o fluxo de um fluido newtoniano e incom-

pressivel num tubo fino recto de secgao transversal circular variavel.
4. Melhorar a forma da lei de Poiseuille.

5. Construir uma aproximagao que seja consistente com as leis fisicas, como a conservagao

do volume.

1.2 Importancia do estudo

O estudo do fluxo incompressivel em tubos finos é de grande importancia devido as suas diver-
sas aplicagoes praticas e contribuicoes tedricas fundamentais. Em aplicacoes industriais, como
sistemas de tubulagao na engenharia civil, redes de distribuicao de agua potavel e gés, sistemas
de irrigacao agricola, bem como na mecénica dos fluidos em sistemas de refrigeragao e sistemas
de injeccao de combustivel, compreender o comportamento do fluxo incompressivel é crucial
para optimizar o transporte eficiente de fluidos e garantir o funcionamento adequado desses
sistemas. A capacidade de modelar precisamente o fluxo nessas condi¢des nao s6 impacta dire-
tamente a eficiéncia e seguranca desses sistemas, mas também orienta as decisoes de projectos
e operagoes, visando a reducao de custos operacionais e o aumento da sustentabilidade dos
processos envolvidos.

Além disso, estudar o fluxo incompressivel em tubos finos contribui significativamente para
o avango do conhecimento em fisica dos fluidos. Este fendémeno oferece uma oportunidade
para investigar e validar teorias existentes, além de desenvolver novos modelos matematicos
aplicaveis em uma variedade de contextos, desde engenharia até ciéncias médicas. Na medicina,
por exemplo, compreender como os fluidos se comportam em micro-canais é crucial para o
desenvolvimento de dispositivos médicos avancados, como micro-agulhas e microcanulas, que

possibilitam tratamentos mais precisos e menos invasivos.
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O estudo do fluxo incompressivel em tubos finos pode fornecer informagcoes valiosas sobre o
fluxo sanguineo em vasos sanguineos, permitindo uma compreensao mais profunda dos factores
e parametros que influenciam o sistema circulatério. Essa compreensao é essencial para o
desenvolvimento de modelos precisos capazes de diagnosticar e tratar doengas cardiovasculares
de maneira mais eficaz.

Portanto, acreditamos que os resultados desta pesquisa contribuirao significativamente para
o avanco do conhecimento na dindmica dos fluidos, na medicina e no desenvolvimento de tec-

nologias eficientes e sustentaveis.

1.3 Materiais e Métodos

Para a execucao do presente trabalho fizemos buscas em livros e artigos publicados sobre:
Mecéanica dos fluidos [1I, B, [13]; Fluxos de fluido incompressivel [5], 14, 20]; Fluxo de fluidos em
dominios finos [I1], 12], [I8]; Teoria de equagoes diferenciais parciais [10, 27]; Teoria das equagoes
de Navier-Stokes [9], 30]; Anéalise assimptotica [4] §].

Quanto ao desenvolvimento da pesquisa, seguimos as etapas:

1. Levantamento do material necessario: um computador, duas resmas de folhas A4, seleccao

de artigos e livros relacionados com o nosso campo pesquisa;
2. Investigacao preliminar:

(a) Estudo dos conceitos e propriedades elementares da Mecéanica dos fluidos;

(b) Estudo de ferramentas de analise matematica,
3. Dedugao das equacoes de Navier-Stokes;
4. Descri¢ao da geometria do problema;
5. Anélise dimensional das equacoes de Navier-Stokes;
6. Descricao dos tipos de condigoes de fronteira a serem estudadas.
7. Formulacao do problema de pesquisa;
8. Definicao de uma estratégia de investigacao:

(a) Estudo de ferramentas da teoria das equagoes de Navier-Stokes;

(b) Estudo das técnicas classicas desenvolvidas na teoria problemas de valores de fron-

teira em dominios que variam com um paradmetro pequeno;

(c) Selecgao dos métodos de andlise assimptotica a serem utilizados. Escolhemos o
método formal de expansdo assimptdtica para investigar a solvabilidade do nosso

problema de pesquisa. Este método é uma ferramenta ttil para muitos problemas
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na forma padrao e produz uma solucao correcta do problema limite na maioria dos
casos. O seu principal inconveniente é que nao fornece provas rigorosas. No entanto,
combinando as expansoes assimptoticas com estimativas de erro, a sua validade pode

ser rigorosamente justificada.
9. Implementacao das etapas do método de expansao assimptotica:

(a) Construimos as expansoes assimptoticas para a velocidade u® e pressao p° em séries

de poténcias do parametro pequeno ¢ das formas

/ / /
uf (2, 2') = e*u’ (ml, %) + &3ut (xl, %) + 3u? <x1, %) +..., (1.3a)

x x x’
p°(zy,2") = £0p° <:c17 ;) +elpt <x1, ;) +e%p? (;cl, g) + ..., (1.3b)
onde a variavel x; é direccionada ao longo da linha média do tubo, enquanto z’ =

(9, x3) descreve a secgao transversal do tubo.

(b) Inserimos as expansoes ([3a) e (L3h) no problema formulado, recolhemos os termos
de mesma ordem das poténcias sucessivas de ¢, analisamos as equagoes resultantes
e procuramos determinar os termos principais u?, ut, u?,... e p%, p!, p?, ... até uma

ordem finita.
10. Construcao da solucao aproximada.

11. Elaboragao da redacao final da dissertacao.

1.4 Organizacao do trabalho

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

No segundo capitulo, apresentamos alguns conceitos basicos da teoria de campos, descre-
vemos o teorema de transporte, definimos a condi¢cao de incompressibilidade, deduzimos as
equagoes de Navier-Stokes e formulamos o sistema de equagoes que descreve o movimento de
um fluido newtoniano incompressivel.

No terceiro capitulo, formulamos nosso objecto de estudo: descrevemos de forma detalhada
a geometria do nosso dominio tridimensional €2° e do dominio redimensionado €2, fazemos uma
anélise dimensional das equacoes de Navier-Stokes e definimos duas condigoes fronteira que sao
realistas para fluxos em tubos.

No quarto capitulo, implementamos as etapas do método de expansao assimptotica para
investigar a solvabilidade do problema de Stokes com condi¢oes de fronteira mistas, que é
formulado na secgao [L.1l Na secgao construimos expansoes assimptoticas das fungoes velo-

cidade u® e pressao p° em séries de poténcias do parametro pequeno e. Na seccao [£.3]inserimos
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as expansoes nas equacgoes do nosso problema de fronteira e apresentamos algumas equagoes
satisfeitas pelos termos principais das expansoes assimptoticas. Na seccao [4.4] introduzimos o
conceito de fungao permeabilidade de dominios finos e deduzimos as expressoes que definem a
permeabilidade do tubo fino 2 e a permeabilidade da seccao transversal de 2. Na seccao
apresentamos um dos resultados principais desta pesquisa: os termos principais das expansoes
assimptoticas satisfazem a lei de Poiseuille.

No quinto capitulo, determinamos mais alguns termos das expansoes assimptoticas e cons-

truimos uma solugao aproximada do nosso problema.



Capitulo 2
Equacoes do movimento

Neste capitulo, vamos apresentar a lista de conceitos basicos essenciais para compreender o
problema desta pesquisa e deduzir as equacoes que governam o movimento de fluidos incom-
pressiveis. Os conceitos e leis basicas da mecanica dos fluidos que sustentam este capitulo

podem ser encontrados nas seguintes referéncias: [1], [3], [5], [9], [13], [20] e [28]

2.1 Descricao do movimento do fluido

Seja €y uma regido aberta e limitada do espaco R3 ocupada por uma porcao de um fluido no
instante t = 0. Agora, consideremos um ponto material ou uma particula P movendo-se com
o fluido. No instante t = 0 a particula ocupa a posigao X = (X1, X, X3) € Qp e no instante
t > 0 suponhamos que ela é movida para a posi¢do = = (x1, 22, x3). Entdo, o movimento do

fluido pode ser descrito pela fungao fluxo ¢ : Qy — €2; definida por
7= p(X,1), (2.1)

onde 2; é a regiao ocupada pelo fluido no instante ¢. Assumimos que ¢ é bijectiva e é um

1 sdo funcoes diferenciaveis.

difeomorfismo local, isto é, p e ™

Além disso, ¢ descreve o movimento individual da particula que no instante inicial ¢t = 0
estava na posicao X. Esta é a chamada descri¢cao lagrangiana e os pontos X em )y sao
chamados coordenadas materiats. Em alternativa, a descricao espacial, também conhecida
como descricao euleriana, consiste em observar o estado do movimento em um ponto fixo = do
espago. Deste modo, a velocidade, densidade, pressao e outros campos sao descritos em termos
das variaveis x e t. Os pontos z em () sao chamados coordenadas espaciais.

Cada um dos sistemas de coordenadas mencionados acima sao descrigoes validas. Nesta

pesquisa, utilizaremos a descricao euleriana para descrever o movimento de um fluido.
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2.2 Elementos da teoria de campo

Nesta seccao, vamos descrever trés principais variaveis de estado que caracterizam o movimento

de um fluido: velocidade, densidade e pressao.

Definicao 2.2.1 A velocidade de uma particula € definida como a derivada da fun¢ao fluxo
(Z1) em relagao ao tempo. Se u = u(z,t) denota a velocidade da particula que, no instante t,

0CcuUpPa a Posi¢ao T, entao

o Op(X,t) - dpr Dpa Dips
u(z,t) = 5 U= ( 5% ot ot ) (2.2)

Para cada tempo fixo u é um campo vectorial em €2 e é chamado campo de velocidade do fluido.
Dado o campo de velocidade u(z,t), podemos encontrar o correspondente fluxo resolvendo

o sistema de equacoes diferenciais

dz
@ - e (2.3)
z(0) = X.

Consideremos o campo de velocidade u(z,t) em coordenadas cartesianas, isto é:

u(z,t) = (uy(z,t), ug(x, t), us(x, t)),

onde wu;, i = 1,2,3, sdo campos escalares definidos em 2;%]0,00[. O gradiente da velocidade

é definido como o tensor de segunda ordem

8u1 8u1 8U1
(9.171 8952 8[)33 3
Vo Ouy Oug  Ous [ Ou;
N 61'1 81‘2 8I3 N 833]- ij=1 '
8’&3 8u3 8u3 7
83:1 (91'2 8333

Vamos agora introduzir o conceito de derivada material, que estabelece a taxa de variacao de
uma certa quantidade no movimento do fluido em relagao ao tempo. Seja f(z,t) uma funcao
escalar em (), que representa alguma quantidade arbitraria no movimento do fluido. Como
r = @(X,t), entdo a derivada da funcdo f em relagdo ao tempo é calculada segundo a regra

de cadeia e o resultado chamamos Derivada material:

s _of

Dt_at—i_u'vf' (2.4)

Similarmente, para uma fungao vectorial F'(z,t) a derivada material é definida por

DF OF

-7 = 5 H I (2.5)
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onde o operador u -V ¢é definido para cada componente do campo vectorial F' como

°. OF,
(u-V)F :Zuja—l —u-VF, (2.6)
=1 9

Definicao 2.2.2 A aceleragao de uma particula € a taxa de varia¢ao da velocidade em relagao

ao tempo:
du(z,t)  Du
t) = = —.
ale, ) = =4 Dt

Da defini¢ao da derivada material, segue que

ou

a(z,t) = % + (u - V)u. (2.7)

A derivada 22 ¢ a taxa da velocidade num ponto fixo do espaco, ou seja, é a aceleragao
local da particula. O termo nao linear (u- V)u ¢é a aceleragdo convectiva e reflecte a taxa
da velocidade no espaco devido ao deslocamento de um elemento de fluido para uma posicao
diferente no campo do fluxo.

Pressao. A pressao é uma funcao escalar

p= p(:l?, t)

que descreve as forgas que actuam sobre a superficie de um elemento do fluido. Mais precisa-
mente, a pressao p actua como uma forca por unidade de area normal & superficie do elemento

do fluido. Portanto, o total das forgas exercidas pela pressao sobre a superficie do fluido é

—/ pndS = —/Vpdm,
o0 Q

onde 7 é o vector normal unitario exterior a 0f2.

Densidade. A densidade do fluido

p=p(z,1),

é definida como a massa por unidade de volume. Nesta pesquisa vamos assumir que a densidade
é constante, isto é, a densidade é mesma em todos os elementos do fluido para qualquer tempo

t. Em geral, a densidade é uma funcao da pressao p e temperatura 7'.

2.3 Teorema de transporte

Nesta seccao vamos descrever um resultado fundamental de diferenciacao, conhecido na meca-

nica dos fluidos como teorema de transporte. O teorema nos da uma féormula para o céalculo
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da derivada de uma quantidade escalar ou vectorial integrada sobre um elemento de fluido e é
um instrumento essencial para a deducao das equagoes do movimento de um fluido. Seja J o

jacobiano da transformacao (21I]), isto ¢é,

Op1  Op1 Oy

1 0Xo 0X3

_ | 0 0 el
axn=| g e e 28)

&

Jp3z  Ops
0X1 0Xo 0X3

Pela suposigao que a aplicagao ¢ : 29 — €); admite uma inversa diferenciavel, segue que
0<J<o0.

A funcao J satisfaz a seguinte férmula

oJ

= = JX ) (divu)(e, ), (2.9)

onde u é o campo de velocidade definido em (Z2). A validade da formula (29) foi feita
originalmente por Euler (veja 28, p. 9]).

Teorema 2.3.1 Para uma funcio escalar f(x,t) da classe C', vale a sequinte formula

d B af . B af .
7 Qtf(x,t)d:vf /Qt (EjLu-Vf—i-fdlvu) = /Qt ((915 —i—dlv(fu)) dx. (2.10)

Demonstragao. Vamos aplicar a mudanga de variavel = = ¢(X,t) no integral do primeiro

membro da equagao (2I0). Entao, a regiao de integracao 2, é substituida por €, e assim

Flatde = | F(o(X,1),8)J(X, t)dX. (2.11)

Derivando ambos os membros da equagao (Z.I1]) em relagao a t, temos

% Qtf(x,t)dx = % Qof(SO(Xat)at)J(X,t)dX
= [ (e 0. ax
Qo
_ /Q (% (flp(X,t),1) J(X, 1) + f(p(X, t),t)%J(X’ t)) IX.

Da defini¢ao de derivada material e aplicando férmula (2.9)), obtemos

5 o, @0 = / (aa_{ﬂ'w +f<so<X,t>,t><divu><so<x,t>,t>) J(X.1)dX.

Agora, empregando a mudanga inversa de variavel, x = ¢(X,t), o integral do lado direito da
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equagao acima transforma-se em

or ..
/Qt (E + div (fu)) dx,

0 que completa a demosntracao. O
O teorema de transporte pode ser generalizado para fungdes vectoriais. Se F'(x,t) é uma

quantidade vectorial, entao:

4 F(z,t)dx = / or + (u-V)F + Fdivu | dz. (2.12)
dt Jo, 0, \ ot

2.4 Equacao de continuidade

Seja p(z,t) ou simplesmente p a densidade da massa do fluido. A massa total do fluido que
ocupa a regiao €2, é dada por

m= [ p(x,t)dz.
Q

Principio de conservagao de massa: Para qualquer volume inicial 2y, a massa total da matéria
contida em y = o(€y) € a mesma contida no instante inicial.

Este principio pode ser expresso como

= t)dzx = 0.
o Qtp(:lc, )dx

Aplicando o teorema de transporte, obtém-se a equagao:

/(@+U-Vp+;0diVU> (z,t)dx = 0.
o, \ 0t

Como a regiao €); e arbitraria, obtém-se entao a equacao de conservagao de massa

%%-U-Vp%—pdivu:(), (2.13)

também conhecida como equag¢ao da continuidade. Atendendo a defini¢ao da derivada material,

a equacao da continuidade pode ser escrita na forma

D
Fi + pdivu =0, (2.14)

Fluido incompressivel. Dizemos que um fluido é incompressivel se o volume de qualquer
elemento de fluido permanece constante ao longo do tempo. Entao, o fluido de fluxo ¢ : Qy — €2,

é incompressivel se

d d
—|| = — dr = 0. 2.1
dt| d dt/ﬂt r=0 (2.15)
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Aplicando o teorema de transporte para f(x,t) = 1, obtemos

d
— | dox= / divudz = 0. (2.16)
dt Q Q

Como €, é arbitraria, a equacao (Z.16]) implica a condi¢ao de incompressibilidade
divu = 0. (2.17)

Em outras palavras, um fluido é incompressivel se o campo de velocidade for solenoidal. Se
um fluido tem densidade constante, p nao depende da posicao x e do tempo t, a equacao da
continuidade

D
Fi + div (pu) = 0,

reduz-se na condic¢ao de incompressibilidade (2.17]), o que significa que o fluido é incompressivel.

Um fluido pode ser incompressivel e sua densidade nao ser constante, o tinico requisito é
que a densidade de cada particula permanega inalterada (veja [5, p. 33]). Por convengao, neste
trabalho, vamos assumir que um fluido é incompressivel se a densidade de todas as particulas

for constante (p = const.).

2.5 Equacao do momento

Seja £2; um dominio delimitado pela superficie 9€2;. O momento linear de uma porcao de fluido

que, no instante ¢, ocupa a regiao €2; é definido pelo integral

/Q plx, t)u(z, t)d. (2.18)

Principio de conservagao do momento: a taxa de varia¢cao do momento linear de um volume
arbitrario em relagcdo ao tempo € igual a soma das for¢as na regigo. De uma forma geral, sao

consideradas dois tipos de forgas:

1. Forgas de corpo: as forcas que se distribuem por toda a massa ou volume do elemento,
como a forcga de gravidade, forcas eletromagnéticas. O total das forgas de corpo que

actuam no fluido é dado por
p(@,t) f(z,t)dz, (2.19)
Q¢
onde f(z,t) é a resultante das for¢as de corpo por unidade de massa

2. Forgas de superficie: as forgas que actuam sobre a superficie 0€2;.

O total das forgas de superficie é dado por

/ v(z,t,m)ds, (2.20)
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onde n é o vector unitario normal & superficie 00, apontado para fora. v(x,t,m) é o vector
que representa a resultante das forcas de superficie por unidade de area no ponto x no instante
t. O vector v é chamado vector de tensao.

im rincipi momento linear para o volum expr e uinte equaca
Assim, o cipio do momento linear para o volume (); fica esso pela se te acao

4
dt Jg,

o, )l )z = /

Q

o, 8) f (. 1)z + / U(z,t,m)dS (2.21)
Q
Segue do teorema da tensao de Cauchy (veja [5], p. 11) que o vector de tensdo v é uma funcao

que depende linearmente de m, ou seja, existe uma funcao matricial o = (Uz‘j)?’jzl tal que
v(z,t,n) =o(x,t) - n. (2.22)

A fungdo o representa o estado de tensoes local e é chamada tensor de tensoes. O elemento
o;; representa a componente da tensao local na direccao ¢ sobre a superficie com a normal na

direccao de j. Mais precisamente:

1. o0i; ¢ acomponente ¢ da forca exercida sobre uma superficie de area unitaria com a normal

na direcgao do vector e;. Esta é a tensao de cisalhamento.

2. 0; é acomponente ¢ da forca exercida sobre uma superficie de area unitaria com a normal

na direccao do vector e;. Esta é a tensao normal.

Substituindo a relagao ([2:22)) no segundo integral do segundo membro da equagao (221)),

obtemos
d

i Jy,

plz, tyu(z, t)de = /

pfdx +/ o(z,t) - ndS. (2.23)
Q o9

Aplicando o teorema de transporte para calcular a derivada a esquerda da equagao (2.23)),

obtemos
0 :
/Qt (a(,ou) + pudivu + (u - V)(pu)) dr = /Qt pfdx + /mt o(x,t) - nds (2.24)

Em virtude da equagao de continuidade, o primeiro membro da equacao (2.24]) reduz-se em

%(pu) + pudivu + (u-V)(pu) = p <% + (u- V)u) : (2.25)

De ([2.24) e (2:25]), resulta que

ou

/Qt p (E + (u- V)u) dx = /Q pfdr + /8Q o(z,t) - ndS. (2.26)

Agora, para o integral de superficie do segundo membro da equagdo (2.20]), vamos aplicar o

teorema de divergéncia:

/ o(x,t) - ndS = | divodz,
8Qt Qt
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onde o divergente do tensor ¢ ¢é definido como

0011 80'12 8013

8I1 81’2 8$3

3
. oo 0oy 003 ’ anj
divo = = —)
Ve oy + 0xo + 0xs (Z 0z

3031+5032 0oss
85131 833'2 8373

Logo, a equagao (220) pode ser escrita como

ou '
/Qtp(a%-(u-V)u) dx:/gt(Pf‘l‘dIVU)da:.

Como (); é uma regiao arbitréaria, obtemos entao a equagao do momento

p (%—l— (uV)u) =divo + pf,

que também pode ser escrita na forma

Du
= dive + pf.
O tensor ¢ pode ser expresso como:
o=-—-pl+rT,

14

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

onde p é a pressao num ponto do fluido em movimento, I é o tensor identidade definido por

I = (65)};21 e 7 = (755)} =1 € o tensor viscoso resultante da deformagao dos elementos do

fluido.

2.6 Fluido newtoniano

Definicao 2.6.1 Um fluido é chamado perfeito, ideal ou inviscoso, se o tensor viscoso € nulo,

15to €,
Tij =0 para todos 1 g 27.7 S 3.

Caso contrdrio, o fluido é chamado viscoso.

Para um fluido viscoso, o tensor de tensoes (2.30]) representa a forma basica da equagao consti-

tutiva para modelar o fluido. Foi confirmado experimentalmente que o tensor viscoso 7 depende

da densidade do fluido p e do gradiente da velocidade Vu. Notemos que Vu pode ser expresso

CcOo1mo

Vu e e(Vu) + w(Vu),

(2.31)
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com

e(Vu) = % (Vu+ (Vu)') e w(Vu)= % (Vu— (Vu)"),

onde e(Vu) = (e;)? -, € a parte simétrica e representa a taxa deformagao e denomina-se tensor
de deformagao, e w(Vu) = (wij)ij:l ¢ a parte anti-simétrica e representa a taxa de rotacao,
respectivamente. Mostra-se que o tensor viscoso 7 é uma func¢ao tnica da taxa de deformacao
(veja [32, p. 24]), isto é,

T =T1(e(Vu)). (2.32)

Definicao 2.6.2 Um fluido é chamado newtoniano se satisfaz as sequintes propriedades:

1. O tensor viscoso € uma funcao linear do gradiente da velocidade Vu e independente de

outras quantidades cinemdticas, isto €,

T =71(Vu).

2. A tensao de cisalhamento € zero quando o fluido se move como um corpo rigido, ou seja,
ei; = 0= 1; =0, para todos 1,7,

reduzindo a condigdo de pressao hidrostdtica o;; = —pd;;.

3. A relagao entre a tensor viscoso T e os gradientes de velocidade € isotrdpica, ou seja, a

relacao deve ser a mesma sob rotacoes arbitrdrias dos eixos de coordenadas.

Com base nestas trés condigoes, Stokes deduziu que o tensor viscoso de um fluido Newtoniano
é definido por
Tij = Aerk + 2p€i5, (2.33)
com
8ui 6uj

€k — €11 + €22 + €33 = divu e 261']' = —

8xj 8@ ’

onde as constantes A e p sao chamadas coeficientes de viscosidade.

Das equagoes (2.30) e ([2:33)) segue que
o= (—p+ Adivu)l + 2ue(Vu), (2.34)

que é a expressao geral do tensor para um fluido newtoniano.
Substituindo a relagdo constitutiva (Z34]) na equagao do momento ([2:29]), obtemos a seguinte

equacao na forma convectiva

p [% + (u - V)u} = —Vp + AV(divu) 4+ 2pdiv (e(Vu)) + pf, (2.35)
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onde o termo do lado esquerdo corresponde as forgas inerciais e os termos do lado direito
correspondem a forga de pressdo (primeiro termo), forgas viscosas (segundo e terceiro termo) e
forgas externas aplicadas ao fluido (quarto termo), respectivamente.

A equagao (2.35)) foi obtida inicialmente por C. L. Navier [I9], S. D. Poisson, A. B. Saint-
Venant [26] e G. G. Stokes [29] entre 1827 e 1845. Esta equagao ¢ usualmente conhecida como
FEquagao de Navier-Stokes (veja [1], [3], [9]). Esta equagdo é sempre resolvida junto com a

equagao da continuidade (ZI3). Em particular, o sistema

p 2+ (u- V)u] = div[—pl + 2ue(Vu)] + pf

(2.36)
divu = 0,
descreve matematicamente o fluxo de um fluido newtoniano e incompressivel.
No caso do fluxo ser estacionario, isto é, Frie 0, o sistema toma a forma
u-V)u =div|—pl + 2ue(Vu)| +
/{( ) v[=pl + 2pue(Vu)| + pf (2.37)
divu = 0.



Capitulo 3
Formulacao do modelo

O sistema estacionario de Navier-Stokes (2.37]) pode ser colocado num dominio arbitrario do
espago tridimensional. Neste capitulo, vamos trabalhar com o sistema em dominios especificos
cuja estrutura geométrica segue a abordagem sugerida por por Marusi¢ e Marusi¢-Paloka em
[15]. O objectivo principal deste capitulo é formular o modelo matematico que descreve o fluxo

de um fluido newtoniano e incompressivel num tubo fino de sec¢ao transversal variavel.

3.1 Geometria do problema

Seja D um dominio Lipschitz de R? que representa um disco com raio variavel r(z;) definido

por

Dla) = {ue®s bl =i+ <rien)}.

Note que D ¢ a projeccao da secgao transversal do que chamaremos tubo recto de comprimento
L definido por
Q={(z1,y) eR*: 0<a1 <L, y€D(x)}.

A fronteira de {2 consiste de duas partes disjuntas ['p e 'y, que representam a parede lateral

e as extremidades do tubo respectivamente,
8Q:FDUFN, (§] FDQFNZQ,
onde

I'p = {(z1,9) eR’: 0<z; <L, yedD(x1)},

Iy = {(z1,y) €R®: 21 €{0, L}, ye D(x1)}.

17
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Q,IN=IpUly

Figura 3.1: Estrutura do dominio €2

3.2 Analise dimensional

As equagoes de Navier-Stokes (2Z37]) estdo expressas em termos de variaveis fisicas e dependem
explicitamente de dois parametros constantes: a densidade e viscosidade do fluido. No entanto,
as equacgoes nao contém parametros relacionados com a geometria do dominio e a velocidade
caracteristica do fluido, que sao essenciais para compreender a dindmica do fluxo. Para incluir
tais pardmetros nas equagoes, é preciso realizar uma anélise dimensional, isto é, colocar as
equagoes numa forma sem dimensdes (adimensional).

Consideramos o tubo €2 definido na sec¢ao anterior como sendo o dominio ocupado pelo
fluido. Comecgamos por fazer uma lista de variaveis e identificamos suas dimensoes através
das dimensoes fundamentais: massa (M), comprimento (L) e tempo (7') e introduzimos as

quantidades:
e ;= viscosidade dinamica do fluido [M - L™ - T~ 1;
e p = densidade do fluido [M - L73];

o GY||Vpyllo = max
mle(O,L)

Pin — Pout | 1 orma do gradiente da pressdo [M-L72-T72],

onde p;, € poy: (ambas constantes) sdo os valores da pressao nas duas extremidades do tubo.
Como consideramos o fluxo através de um tudo longo, com velocidade constante U, a geometria
do dominio consiste de dois tipos de comprimento carateristico a saber: L que é o comprimento

do tubo longo e o raio exterior da secgao transversal do tubo definido por

RY sup r(z)

0<z1<L
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Com estas quantidades fixadas, vamos determinar a velocidade caracteristica U do problema.

Para tal, assumimos que
U=@GPh. RP: ,Iuﬁa -,Oﬁ‘*, (3.1)

onde os expoentes (1, P2, [3 e B4 devem ser determinados. Escrevemos cada membro da

equagao em termos das dimensoes

MO-LYTV = (ML T AL (ML T (M LT3

MO LY. = pgBitBstBa | [ —2614P2—B3-3fs  p—261-Ps

Comparando as poténcias de M, L e T, obtemos o seguinte sistema de equacoes algébricas

Bi+pBs+Bs = 0
=201+ B2 — B3 — 354
—261 — B3 = —L

Resolvendo este sistema, encontramos S = (A + 1,3\ + 2, -2\ — 1,\), onde A € R. Se
escolhermos A = 0, entdo S = (1,2,—1,0). Deste modo, a velocidade caracteristica fica

determinada por

GR? B |V | oo B2
I poo

Vamos agora apresentar o chamado numero de Reynolds que é definido por

U:

pUL _ pLR?||Vpy|s

Re =
Iz p?

(3.2)

Da defini¢ao do niimero de Reynolds vemos que ele é adimensional e estabelece a relacao entre as
forgas inerciais e as forcas de viscoscidade no fluido. Quando o ntiimero de Reynolds é pequeno,
os efeitos viscosos dominam e dizemos que o fluxo é laminar. Quando o nimero de Reynolds
¢ muito grande, os efeitos de inércia dominam e dizemos que o fluxo é turbulento. Para uma
abordagem detalhada sobre o regime do fluxo em fungao do namero de Reynolds veja [20, Cap.
14 e 21].

3.2.1 Equagoes de Navier-Stokes na forma adimensional
Consideremos as seguintes variéveis sem dimensoes:

S T -
1 La 1 I 2 La

e por escala, definimos o campo de velocidade e pressao sem dimensoes

P(xl, Y1, 92)
P )

w(z1, Y1, y2)

e p(L1,y1,Us) =
U P( 17y17y2)

W@, Y1, o) =
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onde P é a pressao caracteristica a ser definida. Aplicando estas mudancas de variaveis no

sistema (Z.37) e assumindo que f = 0, obtemos

pU?% . U
7 —(a-V)u ﬁdlv[ e(Va)] — —Vp B.3k)

div (a) = 0, B3b)

(3.3)

onde todos os operadores diferenciais estao definidos em termos das novas variaveis. Multipli-
2

cando a equagao ([B.3h) por Wi e escolhendo a pressao caracteristica
1

def F2||Vps||
p 21
L Y

obtemos as equacoes de Navier-Stokes na forma adimensional

{Re(ﬁ V)i = —Vp+ 2div[e(Vi)] (3.4)

div (a) =

A presenga do termo nao linear (o - V)4 na equagdo do momento do sistema estacionario
(34) dificulta muito o processo de resolu¢ao do problema na maioria das vezes, excepto para
fluxos mais simples. Acontece que em algumas situacoes de interesses préticos o termo nao
linear, embora nao identicamente igual a zero, pode ser negligenciado como uma aproximacao
(veja [3], Cap. 4). Uma forma de obter essa aproximagao é assumir que o nimero de Reynolds
¢ muito pequeno, isto é,

Re < 1,

para que os efeitos de inércia possam ser negligenciados quando comparados com os efeitos

viscosos. Nestas condigoes, obtemos o chamado Sistema de Stokes.

{—vp+2div[( )] = (35)

diva =

Notemos que o sistema de Stokes é uma linearizacao das equagoes de Navier-Stokes, entao pode

ser resolvido por varios métodos.

3.2.2 Redimensionamento do sistema de Stokes

O objectivo deste trabalho é dentre outros desenvolver as ferramentas necessarias usando supo-
sigoes geométricas para simplificar o modelo ([B.5]) até onde podemos e resolvé-lo. Comecamos
por multiplicar todas as dimensoes do disco de raio variavel D(x;) por 1/L e definimos o

parametro € como
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isto é, o parametro £ é o comprimento relativo da relagao entre duas caracteristicas do dominio

R e L. Desta definigao, tendo em conta que § = y/L, resulta que

|Q| < f‘:h(l'l),

onde h(zy) = r(z1)/R. Donde sem perda de generalidade assumimos que R = 1 e definimos

a familia de discos D?(x1) dependente de um pequeno parametro ¢ por

Df(xq) = {x/ = (mg,73) ER?: |2/| = V112 + 12 < 6r(x1)} .

Definimos o dominio fino Q¢ de espessura variavel ¢h(x;) como
Q" ={(z1,2) €R’: O0< <L, 2’ € D°(21)}.

O dominio Q¢ é chamado tubo fino de raio variavel er(z;). A fronteira de Q¢ consiste de duas

partes disjuntas [';, e I'%, definidas por

Iy, = {(z,2)eR’: 0<ay <L, 2’ € 9D (1)},
F?\f = {(x:l)x/) € Rg 1T € {07 L}7 z' S DE($1>}

Introduzindo parametro £ na expressao do numero de Reynolds, e uma vez que € é muito

pequeno e as quantidades p, L, p e ||Vpyl|loo s@o fixadas, temos

3.2
pL || V|| o
— 5 <l

14
o que significa que o sistema de Stokes (B.3]) é consistente no dominio fino Q°. Adicionalmente,
eliminamos a notacao de chapéu nas equacoes futuras expressando o sistema em termos de
varidveis fisicas, e indice superior sera adicionado as variaveis das equacoes para esclarecer a

dependéncia da solu¢ao em termos do parametro pequeno, ou seja,

{div[—pal+2u€(vua)] = 0 em (¥ (3.6)

divut = 0 em £°.

Derivamos o modelo matematico que descreve o fluxo de um fluido incompressivel em regime
laminar de duas maneiras. Primeiro, assumimos que os efeitos viscosos predominam sobre os
efeitos de inércia. Segundo, consideramos que a geometria do sistema é pequena. Portanto, um
fluxo em regime laminar é caracterizado por uma das seguintes propriedades: baixa velocidade,

alta viscosidade, baixa densidade ou geometria muito pequena.
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3.3 Condigoes de fronteira

A fim de resolver sistema de Stokes (B.6) ou o sistema de Navier-Stokes (2.37)) e obter uma
solucao tnica é preciso impor algumas condi¢oes adequadas na fronteira do dominio ocupado
pelo fluido. Um sistema de equacgoes diferenciais junto com um conjunto de condigoes de
fronteira ¢ chamado problema de valor de fronteira (PVF). Existem varios tipos de condigoes
de fronteira que podemos associar ao sistema Stokes e sistema de Navier-Stokes (veja [2], [7],
[14)).

Nesta pesquisa, a fronteira esta dividida em duas partes disjuntas I'p (fronteira de Dirichlet)
e I'y (fronteira de Neumann). Focamo-nos em fluxos impulsionados por pressao, ou seja,
assume-se que o fluxo satisfaz a condicao de tensao normal na fronteira I'y juntamente com a
condicao homogénea de Dirichlet na fronteira lateral I'p. Mais precisamente, sao impostas as

seguintes condicoes de fronteira:

S
I

0 sobre I'p (3.7a)
[—pI + 2pe(Vu)|n = —pyn sobre 'y, (3.7b)

onde n denota o vector normal unitario exterior da fronteira e p, é a pressao externa aplicada
sobre a superficie I'y .

A condigao (B.7al) significa que as particulas do fluido em contacto com a parede sélida pos-
suem velocidade nula. Esta condicao é chamada condi¢ao de nao deslizamento e foi observada

empiricamente, pela primeira vez, por Stokes na interface de superficie e liquido.



Capitulo 4
Método de expansao assimptotica

No capitulo anterior definimos de forma precisa o dominio fino ¢, formulamos o modelo que
descreve o fluxo estacionario de um fluido newtoniano incompressivel na auséncia de forgas de
corpo e descrevemos dois tipos de condi¢oes de fronteira que caracterizam o comportamento
do fluxo na superficie lateral e nas extremidades do tubo. Neste capitulo, investigamos a
solvabilidade do sistema estaciondrio de Stokes no dominio limitado €2* com condigoes de

fronteira mistas.

4.1 Fluxo de Stokes no dominio fino
Em QF consideramos o seguinte problema de fronteira

(—Vp© + 2udiv(e(Vus)) =0 em OF
divu® =0 em OF

(4.1)
(=p°I +2pe(Vu))n = —pyi sobre I'y

g __ €
{ u =0 sobre '},

onde as fungoes desconhecidas u® = (uj,uj,u§) e p° representam o campo de velocidade e
a pressao do fluido, respectivamente, 1 é uma constante positiva que denota a viscosidade
do fluido, n é o vector normal unitario exterior a 9 e e(Vu®) denota a parte simétrica do
gradiente da velocidade, ou seja,

e(Vu') = = (Vu' + (Vuo)").

N | —

Em outras palavras, (4.1]) é o sistema de Stokes que modela o fluxo de um fluido newtoniano
incompressivel no tubo fino 2 impulsionado por uma pressdo externa p, = py(z1) que é

aplicada nas extremidades do tubo.

23
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4.2 Expansao assimptotica

Assumimos que a solu¢do do problema (4.1]) admite expansoes assimptoticas das formas
oo
(z) = ng+2uk(xl,x’/5) e ZE (x1,2/e), (4.2)
k=0

onde u*(x1,2'/€) e p*(x1,2'/¢) sao funcdes desconhecidas. u e p° denominam-se termos prin-
cipais da expansoes assimptoticas. Utilizamos a notagdo com indice superior e, u®(xy,2’) e
p°(z1,2"), para indicar que as fungoes estao definidas em €° e a notagdo sem e como indice
superior, p*(z1, 2" /) e uF(xy,2'/¢), para indicar que as funcoes estao definidas em €. Observa-
* sdo definidas por meio da mudanga de variavel (xq,2') — (z1,7'/¢).

k_ ,k k _ ok
= u"(z1,y) e p" =p"(21,y).
A ideia principal do método de expansao assimptotica consiste em inserir as expansoes

mos que as funcoes p* e u

z’ T2 T3

Denotando % = ( 2, ) por y = (y1,¥2), entdo u

assimptoticas (A2)) no problema de valor de fronteira (ZI)) e depois recolher os termos de
mesma ordem das poténcias sucessivas de . Para implementar este método, come¢amos por

definir os seguintes operadores diferenciais:

0 o 0
le = 0 0 Vy, = 07_7_ )
(8 Ty ) Y < oy 392)

) 0 0 0? 0?
ley:—+—, Ay:a—y%—f—a—y%

div,, =
Oy Oy

0
8$1 ’
Definimos ainda os operadores e(V,,v) e e(V,v) como segue:

9du1L vz Jug
oxr1 o1 ox1

(Vo) = § (Ve t (Var))) =1 [ 22 0 0
Qa0 0
€
o(V,0) = 5 (T + (Ty)7)) = © | 2 2— o2, u |
momen o

onde v = (vq, v, v3).
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Substituindo as expansoes (£.2]) na equagdo do momento, obtemos:
-7 'V, p° — Z " (Vo 0" + Vyp' )
k=0
+2p div,, {soe(vyuo) - Z M (e(Vpu) + e(V,uf ) }
k=0
+24div,, {516(Vyu0) +) T (e(Vayub) + e(Vut ) } =0, (4.3)
k=0

Da equagao do momento (4.3]), podemos extrair

et -V’ =0 (4.4a)
e : ~V 0’ = Vyp' + 2pdivy(e(V,u°)) =0 (4.4b)

A equacao de continuidade pode ser expressa na forma

el div, u® + Z ght? (8_31 + div, ukH) =0 em £ (4.5)
k=0

Desta equacao, podemos extrair

gl div, u’ =0 (4.6a)
o 0

e? 8—2 +divyul =0 (4.6b)
a 1

= 8—;‘1 +divyu? =0 (4.6¢)

Para as condigoes de fronteira, notemos primeiro que a condigao de Dirichlet nos da
u* =0 emT'p, paratodo k>0. (4.7)
Para a condi¢ao de Neumann, temos

60(pb — po)fz + £t (—pll + Q,ue(VyuO)) 7

M8

+ cht2 {_pk+2[ +2u (e(leuk) + e(vyuk+1>)}ﬁ —0 (4.8)

e
Il

0
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Desta forma, as condigoes de fronteira nos dao as seguintes equacoes

e p°n = ppi sobre 'y (4.9a)
el [—p' T + 2ue(V,u’)]h =0 sobre Iy (4.9b)
g2 [—p°T + 2u(e(Vyu') + e(Vy,u?)) ] =0 sobre [y (4.9¢)
v u’ =0 sobre I'p (4.9d)

4.3 Analise das equacoes

O objectivo desta secgao é caracterizar os termos de ordem zero nas expressoes da velocidade

e pressao, analisando as equagoes (L3) e (LH) juntamente com as condi¢oes de fronteira.

4.3.1 Equacao do momento

Notemos primeiro que a equagao (4.4al) nos da

P’ =p"(z1), @1 €(0,L). (4.10)

Isto significa que a variacao da pressao, até a aproximacao de ordem zero, ao longo do tubo
depende apenas dos pontos z; da linha média do tubo recto e ndo depende dos pontos (y1,y2)

da secgao transversal do tubo. Adicionando a condigao de fronteira (£9al), obtemos

{ P’ =p(xy), 1 €(0,L) (411)
p(

x1) = pp(x1), 1 € {0,L}.

Agora, vamos analisar a equagao do momento (4.4D)) e a condigao de fronteira (4.9D). Temos

que

2udivy(e,u®) = p(divy(V,u®) + div, (V0)T))
= u(Au’ + V,(div, u”)) = pAu®,

devido a equagao de continuidade (4.6al). Desta forma, a equagao do momento (4.4h) fica
~Vp’ = Vyp' + pAu’ =0 em Q, (4.12)

que pode ser expressa na forma

a_p(J 8(})91 Ayu? 0
8:1:1 —
- 0 - ayl + u Ayug = 0 y
1
0 % Ayuf 0
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que decompoe-se no seguinte sistema

( 0
—gi+uAyu? = 0 em €
g]; +puAyud = 0 em Q

1
gp +puAud = 0 em Q.

\ Y2

def

27

(4.13)

. 0 el O . ~
Seja (0,u0) = (0,ud,u}). Usando esta notagdo, reescrevemos a segunda e a terceira equagao

do sistema ({.I3) como
=Vp' + Ay (0, ug) = 0.

Multiplicando esta equagao por (0,u2) e integrando em €2, obtemos:

/ [=V,p' - (0,ul) + pudAyud + pudAyus] dady = 0.
Q

Aplicando a féormula de integracao por partes, obtemos
/Q [_pl div, u’ + /L|Vyug\2 + ,u\vyug 2] dzidy = 0.
Usando a equagao de continuidade (f.6al), deduzimos que
[ 9+ 19087) sy =o.

Esta condigao implica que
Vyuy =0, V,yui=0 em Q.

Em virtude da condicao de Dirichlet, resulta que
u) =0, uj=0em Q.

Logo, o sistema (4.I3)) assume a forma

ap°

T or, +pAu) =0 em Q

~V,p' =0 em Q.

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Para decompor a condi¢ao de tensao (4.9b), vamos utilizar a propriedade geométrica de T'y.
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Como uy = ul =0 em Q, segue que a condigao de fronteira (9L) é equivalente &

oud  ould
Iy dys
pli=p 8_14? 0 0 n  sobre I'y.
o
8_y; 0 0
+1
O vector normal de I'y é da forma 0 , entao
0
p' =0 sobre Ty (4.18a)
V,ul =0 sobre Dy. (4.18b)

A segunda equagao do sistema (.17 estabelece que
pl :pl(xl)a T € (Oa L)a (419)

como em (I0) significa que a variagdo da pressao, até a aproximagao de ordem um, ao longo
do tubo depende apenas dos pontos x; da linha média do tubo recto e nao depende dos pontos

(y1,y2) da seccao transversal do tubo. Deste modo, a condigao de fronteira (£I8al) torna-se

p=0, x €{0,L}. (4.20)

4.3.2 Conservacao do volume

Para dar uma caracterizagao relativamente a incompressibilidade do fluxo, vamos analisar a

equagao (£H).
Agora, tomemos uma fungao escalar ¢ = ¢(x1) continuamente diferenciavel em €, tal que
#(0) = ¢(L) = 0 . Multiplicando a equagao de continuidade (.6h) pela fun¢do ¢ e tomando o

integral sobre €2, obtemos
ou
/ ) (8x1 + div, u 1) dr = 0. (4.21)

div(e(u, uy, uz)) = 1§¢1 + ¢ (— + div, u ) )

Logo, a equagao (£.2]]) pode ser escrita na forma

Note que

0
/lev(¢(u1,u2,u3))d:c - / ulaidx = 0.
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Em virtude do teorema de divergéncia, temos

¢(u1,u2,u3 ndS—i—/ (ul, uy, uy) - ndS — / 131‘ z = 0. (4.22)
1

Como (u?,ud,ul) = 0 em T'p por [&7) e ¢ = 0 em {0,L}, os integrais de superficie que

aparecem no primeiro membro da equagao (£22) sdo iguais a zero. Logo,

= (U )
— | Wz, y)=—dr = — — uy (1, y)dy | dry = 0.
[ g == [ S5 o)

Pela férmula de integragao por partes, resulta

0

gb(xl)a (/ ul (1, )dy) dxy = 0. (4.23)
(0,L) L1 \JD(z1)

Uma vez que esta relagao é valida para qualquer fun¢do continuamente diferenciavel ¢(xq),

concluimos que a condicao de incompressibilidade para o termo de ordem zero da velocidade

u? é satisfeita se

ai (/ u?(azl,y)dy> =0, z € (0,L). (4.24)
T D(z1)

Para completar a caracterizacao dos termos u° e p” nas expansoes assimptoticas da veloci-
dade e pressao (4.2 precisamos analisar a solvabilidade da primeira equacao em (£1I7) com uma
condicao de fronteira adequada para deduzir a lei de Poisuille unidimensional, isto é, a veloci-
dade e a pressao sao relacionadas por uma dependéncia linear. Além disso, usando a condigao
({24 obtemos a equagao que caracteriza o termo de ordem zero da pressao, a chamada equagao
unidimnensional de Reynolds. Para tal, precisamos introduzir a nocao de permeabilidade que

sao funcoes que dependem da geometria do dominio.

4.4 Funcao permeabilidade

Permeabilidade é uma propriedade que caracteriza a capacidade de um meio transportar um
fluido. Este conceito provém do estudo de problemas em meios porosos e desempenha um papel
importante no controlo da taxa de fluxo através da seccao transversal do tubo. Nesta seccao,

definimos a func¢ao permeabilidade do nosso dominio.

Definicao 4.4.1 (|12 p. 5]) A solugéo 1 do problema de valor de fronteira

Ay =1 em Q (4.25)
v = 0 sobre I'p '

¢ chamada fun¢ao permeabilidade do dominio €. Isto é, para cada x; € (0,L), ¥(xy,-) é
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solugao do problema
U(zy,-) = 0 sobre O0D(xy).

Definicao 4.4.2 ([12, p. 5]) A permeabilidade do dominio D(x;) ¢ definida como

A(z1) = . )1/1(561,y)dy (1 € (0, L)). (4.27)

Nosso objectivo é resolver o problema ({20 que é equivalente ao problema (£26) colocado no
disco D(x;1). Portanto é conveniente fazermos a mudanca de coordenadas cartesianas para o

sistema de coordenadas polares como se segue:

(y1,92) = (scosf, ssinf), (s,0) = (w/y% + y3, arcsin (ﬁ)) . (4.28)
1179

O dominio D(x;) em coordendas polares fica expresso por
D={(s,0):0<0<2m, 0<s<r(xy)}.

Vamos agora definir o operador de Laplace A, em termos de coordenadas polares. De acordo

com a regra de cadeia, temos

i _ 0s 0 N 00 0
dyy Oy ds | Oy 00
Y1 Y1 0s Y1 (4.29)
o _ 00 00
0y B Oys 0s Oy 00
Notemos que
ﬁ—COSQ ﬁ—sine ﬁ__sin@ Q—COSQ
oy T Oy T Oy s 7 Oy s
Substituindo estas relagoes em (£.29)), obtemos
00 snb0
oy o 0s s 00
0 gl w0
s T s o0
Mais uma vez, aplicando a regra de cadeia, obtemos:
8_2— ﬁ 214_2&%8_24_ % 28_24_%24_@3 (430&)
oy \Oy1) 0s%  ~ Oy, Oy 0500 oy ) 00%  Oy?ds Oyl ol .
0? 9s\> 9 _0s 00 90\* 0> ?sa 0% 0
=) = 2 ) o e 4,
02 (ayQ) 05° oy O 0500 (ay§> 06 T g2 0s | 0y 00 (4.30b)
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Calculando as derivadas parciais puras de segunda ordem das funcoes s e 6, obtemos:

0%s 1 0%s 1

W gsir120, i 500826’
giy? = 8—125in29, giyg = —S%sin%
Logo,
88_;% _ain? 05_; N sir;?@ af;g N Co:jeaﬁ_; N 008829% B 512220% (4.31)

Adicionando (4.31a)) e (4.31D]) ordenadamente, obtemos a expressao do operador de Laplace em

coordenadas polares
A — 0? . 10 n 1 02
Y 0s2  s0s  s2002

Lema 4.4.1 De acordo com a nossa geometria, a permeabilidade v e a permeabilidade do

dominio A sao dadas por

w(ar,y) = CEL W (4.820)

nrd(xy) '

AMxy) = 3

(4.32D)

Demonstracao. Assumindo que a funcao permeabilidade ) depende apenas da variavel radial
s =/} + y3, o problema de fronteira (£26) pode ser escrito como:

Py 10y
_—_ T _ T = <

0s? s 0s Lose 0ss<r(n) (4.33)
v = 0, se s=r(x).
2

1
Seja w(s) = g—f Entao, a equagao —% — gg—f = 1 pode ser escrita como

d_w + 1w = -1
ds s

Resolvendo esta equagao pelo método de factor integrante, obtemos a seguinte solugao geral
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Daqui segue que

52

P(s) = I +cilns + ¢,
onde ¢; e ¢y sao constantes de integragao. Para evitar a singularidade no ponto s = 0,

escolhemos ¢; = 0. Deste modo, a funcao permeabilidade assume a forma

W(s) = —ESQ + co.

Para determinar a constante ¢y, vamos utilizar a condicao de fronteira. Com efeito,

V(S)|s=r@) = 0= 2 = 27“2(931)-
Assim, )
U(s) = Z(Tz(l"l) —5%),

Voltanto as coordendas cartesianas, a funcao permeabilidade fica expressa por

P(w1,y) = M, (4.34)

A permeabilidade do dominio D(z1) é dada por

mri(xy)

8

2T r(z1)
AMzy) = W(xy,y)dy = %/0 d@/o (r*(zy) — s*)sds =

D(z1)

4.5 Lei de Poiseuille e equacao de Reynolds

Nesta seccao, apresentamos um dos resultados principais desta pesquisa, que é a derivacao de

uma forma generalizada da lei de Poiseuille.

Teorema 4.5.1 Seja (u®,p®) a solugdao do problema de Stokes ([{.1]) com as expansdes assimpto-
ticas [£-3). Entao, a primeira componente do termo de ordem zero da velocidade u® = (u?,0,0)
‘ 1 op°
0 2 2\ 9P
) = — — 4.35
) = =7 (%) = ) S (1.35)

e o termo de ordem zero da pressao € determinado unicamente pela sequinte equag¢ao unidimen-

0 4 op’ _
g (7" (xl)ﬁ_xl> = 0 z,€(0,L)

pO = Db, Ty € {OaL}

sional de Reynolds

(4.36)

Adicionalmente, os termos de ordem zero da pressao p° e velocidade ul sio definidos ex-

plicitamente por
Pan) = % | s+ mio), (4.37)
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U?(Jfl,y) -

1 @) = [y pe(L) — pe(0)
4“( 7”4(331) ) fOLrﬂl(é‘)df (438)

Demonstragao. Como p° = p°(z;) por (£I0), entao a equagao do momento (EIT7) pode ser

expressa na forma

—Ayuz(xl,') = n(r;) em D(x;) (4.39)
ui(zy,:) = 0 sobre 0D(zy),
onde z; € (0,L) é um parametro e n(x;) o —ig—;’?(xl) pode ser considerada como uma
constante real. Multiplicando a equacao
_Ayw(‘rla ) = 1
pela constante 7(z1), obtemos
—Ay(n(z1)(21,-)) = n(z1). (4.40)

Esta equagdo mostra que n(x1)(z1,y), onde 1 é a solugao de ([€25]), é solu¢do do problema

(439). Deste modo,
U?(thy) = n(xl)w(xhy)

Desta equagao e de (£34), obtemos

Wla1) = 3 () = ) (). (4.41)

De seguida, inserindo (A41]) na condigao de incompressibilidade (£24]) e impondo a condi¢ao
de fronteira de tensdo normal, obtemos a equagao unidimesional de Reynolds (4.36]).

Integrando a equacao de Reynold, obtemos

Pla)=a [ Qs+ aa (4.42)
0
onde a; e as sao constantes. Utilizando as condigoes de fronteira
p°(0) = m(0)
(L) = p(L),

obtemos
o — Pe(L) = pe(0)
Jo TA(€)dg

Substituindo os valores das constantes a; e as na equagao (4.42), obtemos

g = pb<0)

_ (L) — pu(0)

T e

/0 ") de 1 py(0). (4.43)
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Derivando (£43)) em relagao a x; e substituindo o resultado na expressao (4A41]), obtemos

). O

Observagao 4.5.1 De (A38) vemos que v nao satisfaz a condi¢io de fronteira ([LISH) pon-
tualmente em I'y. Isto parece ser uma contradi¢cao. No entanto, a condi¢cao de fronteira €

satisfeita num sentido médio, isto €,

1

VvV, uYdS = 0.
Tl Jry 2

Observacao 4.5.2 Notemos que todas as componentes da velocidade u® sao iguais a zero na
superficie lateral do tubo, mas o divergente do campo de velocidade nao € nulo. Isto significa
que a aproximagao de ordem zero satisfaz a condi¢ao de nao deslizamento mas nao conserva o
volume. Entao, € preciso fazer uma correc¢ao de modo a obter uma aprorimac¢dao que conserve

o volume.



Capitulo 5
Problema aproximado

Nosso objetivo neste capitulo é construir uma solucao aproximada para o problema original
(@T). A ideia geral é que quanto mais termos da expansao assimptotica forem incluidos na
aproximacao, ela se torna mais precisa. Assim, faz sentido calcular os termos de primeira ordem

e, possivelmente, também os de segunda ordem nas expansoes da velocidade e da pressao.

5.1 Termos complementares

Nesta sec¢ao, determinamos o termo de ordem um da velocidade de modo a obter uma veloci-
dade que seja consistente com a conservacao do volume. Além disso, determinamos mais dois
termos da pressao p' e p? para obter uma melhor aproximacao que serd construida na seccao

. Para tal, comecamos por extrair a equacao do momento correspondente aos termos de ':
—Vop' =V + 2u {divy (e(Vyu) + e(Vyu')) + divy, e(Vyu’)} =0 em Q (5.1)

e adicionamos a condi¢ao de Dirichlet para o termo de ordem um da velocidade
u' =0 sobre I'p. (5.2)

Similarmente & anélise da equa¢ao do momento (4.4h)), efectuamos alguns calculos para simpli-

ficar o primeiro membro da equacao (5.1I). Notemos que

1
divy (e(Vyu') +e(Vyu')) = divy(e(Vy,u’)) + 5 (Ayu' + Vy(divyu')) .

35
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Da defini¢ao de e(V,,u’) e e(V,u’) e tomando em conta que u® = (uf,0,0), segue que

oud  ou’
ou? 0 oy Oyy
8_1 0 0 o Y1 Y2
1 1 ou
Vau’) = V') =5 | o+ ’
e(V,u’) 0 0 0 e e(Vyu’) 5 3?/(1) 0 0
0 00 duy
8_y2 0 0
de onde resulta
div,(e(Vgu) = 0
0 0
| 1| o (o 1| 9 (o I (o
dlvxl(e(vyuo)) = 5 81'1 (8y1> :E 0?/1 8.171 :évy (8_1'1)
o (o o (o
81‘1 8y2 ayz 8ZE1

Assim, a equagao do momento (5.1)) é transformada em

8 0
~Vaup' = Vyp® + pAyut + pv, (a—zl + div, Ul) =0,
1

que devido a equagao de continuidade (4.6D) reduz-se em
~Vap' — Vyp2 + ,uAyul =0.

Esta equacao decompoe-se no seguinte sistema

( a 1
—a—il+uAyu% = 0 em Q
82
4 —8—;+uAyu5 — 0 em Q (5.3)
op?
—— 4+ uAul = 0 em Q.
L ay2 /’L y=3

Antes comecar com a analise da solvabilidade deste sistema, vamos estabelecer a condi¢ao que
garante a conservacao de volume para o termo de ordem 1 da velocidade. Integrando a equacao
de continuidade (£.6d) em 2 e usando argumentos simlares aos da dedugdo da condigao de

incompressibilidade para o termo da velocidade de ordem zero, obtemos

0
F (/ u%(azl,y)dy> =0, z;€(0,L). (5.4)
T D(z1)

Agora, voltemos ao sistema (5.3]). Adicionando a primeira equagao do sistema (5.3)) a condicao
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de Dirichlet (£.2)), obtemos

op*

(5.5)
uj = 0 sobre I'p.

A funcao p' nao depende da variavel y (equacgao (EI9) ) , entao esta equagao pode ser expressa

na forma
—Ayui(z1,) = n(z:) em D(z) (5.6)
ui(zy,:) = 0 sobre  9D(x1), '
onde z; € (0, L) é um parametro e n(z) o —ig—i’i(xl). De modo similar ao calculo da primeira
componente de u°, obtemos
1 op!
1 2 2
_ 1 Y 2Py 5.7
i) = =1 (%) = ) S (5.7

Substituindo esta relagao na condi¢ao (5.4 e impondo a condic¢ao de fronteira (A20), obtemos

o seguinte problema de fronteira

9 N AN
8_1‘1 (7" (xl)a—xl> =0 xr1 € (O,L)

(5.8)
pt = 0, z€{0,L}.
Resolvendo esta equacao, encontramos
p(z1) =0 em [0, L] (5.9)
Desta relagao e de (B.5]) segue que
up =0 em €. (5.10)
Deste modo, o termo de ordem um da velocidade é da forma
ut = (0, ud, u3). (5.11)

Para determinar as componentes uj e u3 devemos resolver a segunda e terceira equagao do
sistema (B£.3]) com a condigao de Dirichlet (£.2]) e tomando em conta a equagao de continuidade

([{6d), ou seja, devemos resolver o seguinte problema de Stokes

( —V,,p*+ul,0,ul) = 0 em ()
0
div, = —% em §Q (5.12)
81’1
\ ut = 0 sobre I'p.
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Este problema nao é homogéneo, entao o calculo da sua solucao é mais exigente em relagao ao
calculo da solugao do problema homogéneo, o que nos d4 uma oportunidade para investigar
outras ferramentas de anéalise de solvabilidade.

Vamos agora enunciar um resultado de |30, Teorema 2.4] que estabelece uma condicao de

existéncia e unicidade de solugao do problema de Stokes nao homogéneo.

Teorema 5.1.1 Seja Q0 um conjunto aberto e limitado da classe C* em R"™. Sejam dadas as
fungdes f € HH(Q), g € Ly(Q), ¢ € HY2(00Q), tais que

/gdx :/ @ - ndS. (5.13)
0 o9

Entao eriste uma solugao u € H* (), p € Ly(Q) do problema de Stokes nao homogéneo
—puAu+Vp = f em
divu = g em Q (5.14)
u = @ sobre 0f,
u € unica e p € unica até a adi¢ao de uma constante.

Este Teorema funciona como base para a resolucao do problema de Stokes nao homogéneo,
veja por exemplo [30, Proposigao 2.3| . A ideia principal consiste em considerar subproblemas
que podem ser resolvidos por técnicas sobejamente conhecidas, em particular, o teorema nos

permite determinar explicitamente os termos u}, ui e p* no seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 Seja (u®,p°) a solugdo do problema de Stokes (4.1]) com as expansdes assimp-
toticas (4.3). Entao:

1. As componentes ul e ui do termo de ordem um da velocidade sio dadas por

o pL) =p(0) () -3\ dr a
’ 4p foL r4(&)d¢ ( 5 (21) )yldxl( 1) (5.15a)
u— L) =pe(0) () —yi ) dr

’ 4p fOL r=4(€)d¢ ( 5 (21) )y2dx1( 1) (5.15b)

2. O termo de ordem dois da pressao p* ¢ dado por

po(L) — po(0) (r32 B 4(@/?+95>> dr (5.16)

p(r1,y) = _4f0L r—1()de (@) (27 drr x1) + (1),

onde

C@ﬁzmé rw®&+3f

0

=y %/ U (©)r"(€)} rH(€)d,
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com

[po(L) = po(0)] /0 {7 (©F +r@©r"(©)} r(§)dg

3 { / ) r‘4(€)d§] 2

Demonstragao. O problema (5.12)) nao depende de alguma derivada das fungoes ul, ui e p?

em relagdo a x;. Entdo, podemos considerar x; €]0, L[ como um parametro e trabalhar com o

problema no disco D(z;):

% 1
A0,ul) = ;vpr em D(z)
\ divyu' = o 'y em D(x) (5.17)
81’1
| ' = 0 sobre  9D(x1).

Primeiro, mostremos que problema satisfaz a condigao de compatibilidade (5.13). Do Teorema

.51 temos que

0o_ 1 oyt y%) et Po(L) — pu(0)
= (e = ) o 97 Yo [T ) dE

Além disso,

0 2 2
8ul — B (r32 4(y1 +y2)) ﬁ(ﬂfl) e o= 0.

(1) B 3 (1) dxq

Assim,

fot = g | (r3<2:cl> - 4%5%(;1)}%)) W
= S ml/ de/ " <r3 (1) rj(fl)>8ds

" . 84 =r(z1)
= 257Td_361(x1) <7‘3(551> - r5(a:1))

=0,
o que mostra que o problema (5.17)) satisfaz a condigao de compatibilidade. Entao, pelo Teorema

BT o problema admite uma solugao (ul,p?) tal que ul

s=0

¢ tinica e p? ¢ tnica até a adicao de
uma funcao que depende apenas de x;. A determinacao da solucao do problema sera feita em
trés etapas.

Passo 1. Primeiro problema auxiliar. Consideremos o seguinte problema de Neumann

AW = g em D(n)

ov (5.18)
5 = 0 sobre 0D(zy),
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que admite uma tnica solucao até a adicao de uma funcao arbitraria de x; uma vez que a

condicao de compatibilidade é satisfeita:

/ gdy = 0.
D(z1)

Para resolver o problema (B.I8]), vamos aplicar mais uma vez a mudanca de variavel (L28]).

Comecamos por transformar a condigao de fronteira:

ov ov ov .
%:Vy\lfn = (O,G—yl,a—m) '(O,COSG,SIHQ)
ov oV
= cos)— +sinfl— = 0.
oy Yo
Utilizando as relagoes
_C0888_81n00 0 _00898+Sin96
oy 0s s 00" Oy 0s s 00’
obtemos
ov  ov

o 9s 0 sobre 0D(x).

Assumindo que a funcdo ¥ depende apenas da variavel radial s e tendo em conta a definicao

da fungao g, o problema (B.I8]) pode ser escrito como segue

0?0 10V 2 4s? '\ dr

e (r3<x1>‘r5<x1>>d—xl(“>’ P
a—‘yzo se s=r(x)
Os ’ '

Utilizando o método do factor integrante, pode-se mostrar que a solucao geral da equagao de

Poisson é

p

w(l‘hs) = Z

2 82 2ﬁ i T ns i
(7”3(961) - 7’5(.7:1)) ’ d;m( )o@ Ins + ba(e),

onde by e by sdo as constantes de integragao. A func¢do f(s) =Ins tem singularidade no ponto

s =0, entao by = 0. Logo,

(1)  72(xy dxy

o B s 53 dr B
{%] —r(m) g [(T?’(m) N r3(x1)> d_Il(xl)Lzr(m) -0

isto mostra que a condigdo de fronteira é verificada. Deste modo, a relacao (5.20) expressa

U(wy,8) = g (T;),Q - )) 32&%) + ba(21). (5.20)

Note que

a solu¢ao do problema (B.J9). Novamente, usando a mudanca de variavel ([£.28) obtemos a
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expressao da funcao 1 em termos de coordenadas cartesianas

8 2 yP + Y5
\P(x17y): r3 - = 2

: 3 ﬁ x asz(x
4 (1) r5(z1) ) (11 +y2)dx1( 1) + as(xq). (5.21)

Passo 2. Segundo problema auziliar. Definamos o campo vectorial V' como segue

V (0, ub, ul) — v, 0.

De (5I7) e (5I8) segue que

{ AV = Ay(0,u3,u3) — Ay(V,T) = flLvyPQ = Vyg

] ] (5.22)
div, V. = divyu! =AU =g —¢g=0.

Em seguida, procuramos determinar a condicdo de fronteira satisfeita por V. Seja t o vector
tangente unitario em qualquer ponto da circunferéncia dD(xz), ou seja, £ = (0, —siné, cos ).
Entao, de (5.22), (5.17) e (5I8) segue que a fungao V satisfaz:

V-n=0 sobre 0D(z1)
5.23)
. 1 ov (
Vit=-V,U.-t=— — =0 sobre 9D(zy).
y (o) 90 sobre (1)
Estas duas condi¢oes implicam que
V =0 sobre 0D(x1).
Portanto, o par (V,p?) satisfaz o seguinte problema homogéneo
1 2
AV = pvyp -V, em D(zy)
div, V.= 0 em D(x) (5.24)

V =0 sobre  0D(z1).

Pelo Teorema [5.14] este problema tem uma solucao (V,p?) tal que V & tnica e p? é tnica até

a adicdo de uma funcao arbitraria de x;. E facil verificar que esta solucao é dada por

V=0

p*(21,y) = pg(z1,y) + c(zr)
a 0
= g y) + ()

B 2 A(yi +y3)\ dr
= (s~ ) i

(1) + c(z1),
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onde ¢ é uma fungao arbitraria de z;. Uma vez que (0,ul) =V +V,¥ e V = 0, segue que
(0,ul) = V,¥ o que nos da as relagoes (5.15a) e(5.I50). Em suma, temos

u%(l’hy) = 07
r?(zy) — |yl dr
U%(xlvy) :B%d—ml(m)yb

2 2
| _ i) =yl dr
u3(x17y) - ﬁ T(I‘l)5 dl‘l ('Tl)y27

o 0
P y) = g L, y) +clm)

Passo 3. Unicidade da pressio. Precisamos determinar a fungao c(x;) para que o termo de
ordem dois da pressao fique bem determinado. Para tal, comecamos por extrair a equacgao de

momento correspondente aos termos de €2:

_vmp? - vypg

(5.25)
+2p {divy (e(Vy,u') + e(Vyu?)) + divy, (e(Vau®) + e(Vyu'))} =0

e adicionamos a condicao de fronteira de Dirichlet para o termo de ordem 2 da velocidade
u* =0 sobre I'p. (5.26)

Com objectivo de simplificar a equagao (5.27]), analisamos alguns termos:

1. Da defini¢ao de e(V,,u'), e(V,u') e tendo que conta que uj = 0, segue que

J ..
'ua_x1<dlvy u') 0

2udiv,(e(Vyu')) = e 2udiv,, (e(V,u')) =

0
0

2. Com base na equagao de continuidade (£.6d), concluimos que

pA u?
2udivy (e(Vyu?)) = pAyu? + Vv, (divy u?) = pAyu® = pAyus
AT
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3. Além disso da definigdo de e(V,,u°) e tendo em conta que uy = u3 = 0, resulta que

0?u°
20—

a3

0

0

21 divxl(e(vzluo)) =

Utilizando estas relagoes 1, 2 e 3, deduzimos que a equagdo do momento (5.25]) pode ser escrita

da seguinte forma:

op? o [oud 0?u
3

_21;_1 +pA2 =0 (5.27b)
a 3

__8];2 Al =0 (5.27¢)

De (4.6h), (5.27a) e (5.26), obtemos o seguinte problema

A LOP o o L de
YU uor 0xd oxi  pday (5.28)
W =0 sobre I'p.

Calculando a segunda derivada parcial da funcao u? em relagao a z;, obtemos

au(f 9
8_1,%(1'1734) = Bgi(x1) + Bga(z1) |yl

onde

2 7 def 20 P (24))2 4 (g
WT (1) e ga(m1) = T6<x1)( (1)) +T5($1> (1)-

aet 6, 2
)
Como anteriormente, consideramos x; € (0,L) como um parametro. Entao, o sistema

(5.28)) pode ser escrito na forma

1 dec
Ayu% = —2591+;d—$1—2592|y|2 em D(r)

u? = 0, sobre 0D(z).

(5.29)

Logo, a solucao do problema pode ser escrita como

1 de
ui = <2ﬁ91 — ——) Y + 289291,
o dxy
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onde ), € a solucao do seguinte problema auxiliar:

{Aﬂu=4m2em D))

=0 sobre dD(x1).
Portanto,
1d 2 1,02 4 gy l4
u%(xl, y) = {2591(551) - Ed_;l] % + 592(%)%- (5.30)

Resta apenas determinar a fungao c(x;) que aparece nas expressoes das funcoes p? e u?. Para

tal, vamos utilizar a equacao de conservagao de volume do termo de ordem 2 da velocidade:

ai (/ ui(z, )dy) =0, x1€(0,L), (5.31)
L1 \JD(a1)

que é deduzida de modo similar a condigao ([L24]). Agora, pegamos a expressao (5.30) e subs-
tituimos em (5.31)). De seguida, fazemos a passagem do integral para coordenadas polares,
calculamos o integral, tomamos em conta a definicao de g; e go e efectuamos algumas simpli-

ficacoes:

d L dc 4 , 5 4 y
—_— — 4= = =0. 5.32
P+ Bl ) + gubrie)r o) (5.32)
Vamos resolver esta equagao diferencial. Comegamos por integrar a equagao em relagao a
variavel z, de seguida isolamos a derivada da fungdo c¢(x;) e por tltimo integramos em relagao

a x1, o que nos da a seguinte solugao

(1) = ar /0 e - 2 / (P EF +r(€)r"(€)} r(€)de + an, (5.33)

onde a; e as sao constantes que devem ser determinadas. Para tal, é preciso adicionar condigoes

de fronteiras adequadas. Neste caso, escolhemos a condigdo de fronteira ([£9d) uma vez que

0

ela relaciona o termo p?, que depende da funcao c(z;) e os termos u® e u' que estao bem

definidos. Analisando os termos presentes na condigao (£.9d), vemos que:

0 0 0 ol
(9u oud  Oul 00
0 2 2 3 1 0y
e(Vyu') = 3 8y1 0y + oy |- e(Vau') 0O 0 0
1 1
0 Ouy — Oug Oug 0 00
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Entao, a condigao de fronteira (£9d) pode ser expressa como

8 0
—p2+2ua—u1 0 0
1 +1 0
L 0 > 19,2 (au;+au§) 0 bre T
2 b 1 a o) "\ oy, o 1 sobre L.
ou ou ou
0 —2+—3> —p?+ 2u——2
(3312 o b “83/2

Daqui, deduzimos que o termo da pressao de ordem 2 satisfaz a seguinte condicao de fronteira:

a 0
Pt = 2%—21 sobre 'y. (5.34)

o 0
Da defini¢do da fronteira I'y e tendo em conta que p?(z1,y) = —ui + c(z1), segue que a

axl

fungao c(x1) satisfaz as seguintes condigoes de fronteira

0) = ngb0) =308 (o~ ) L, bl <r©

() = g (L) = =30 (oo = LI L) <o),

Mais uma vez, precisamos ser cautelosos com a interpretagao da condic¢ao de fronteira (5.34))
que parece ser uma contradigdo. A condigao é satisfeita pontualmente se acrescentarmos a

hipotese ad hoc de que dr/dxy = 0 sobre T'y.
c(0) = ¢(L) = 0. (5.35)

Uma interpretagao mais fraca é que a condicao é valida apenas no sentido de valor médio. De

facto, integrando sobre 'y, obtemos

0
/pZdS:Zu/ %dSzo,
I'n FNaxl

o que também implica (5.35]). Aplicando a condi¢ao (5.35)), obtemos
o = 0
L
i [ {OF + @O} 1€
i .
3 “4&)d
JRRGL:

Portanto, a funcao c(z;) fica determinada unicamente. Consequentemente o termo de ordem

2 da pressao também fica determinado unicamente por (5.16]). d
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5.2 Correccao de divergéncia e problema aproximado

Nesta secgao, escolhemos uma aproximagao para a solu¢ao (u°, p®) do problema de Stokes ([.T]).
Uma escolha natural para o campo de velocidade seria o termo da velocidade de ordem zero
u® que determinamos na sec¢ao No entanto, tal aproximagao nao satisfaz a lei da conser-

Y nao ¢ um campo solenoidal. Para obter uma aproximacao

vacao do volume, uma vez que u
compativel com a lei de conservacao de volume, levamos também em consideracao o termo u!
na expansao do campo de velocidade.

Definamos uma solugao aproximada (u¢,p®) de (£J)) tal que

€2UO(I‘17 y) + 53’&1(1‘17 y)

PO(x1) + e*p* (w1, y) (5:36)

—N—

"y 2
o o

E &
[l

Temos uJ =0, uy =0 e uj =0, entdo o campo de velocidade @ é dado por
/ /
T T
~€ 2,0 3,1
(o) = (ablon D)o, D).

onde ul = (u},ul).

3,,1

O termo &3ul (z1,y) funciona como um corrector para o termo u°

, 0 que torna o campo de

velocidade solenoidal, ou seja,

diva® =0 em . (5.37)
De facto,
a0
div ii© = &2 (a—zi + div, ul) ~0
em virtude da equagao de continuidade (4.Gh]).

Os termos u° e u! satisfazem a condicao de Dirichlet imposta sobre a fronteira I'p. Isto

implica que o campo de velocidade @ é igual a zero na superficie lateral do tubo.

Vamos entao derivar a equacao do momento e a condicao de fronteira de Neumann para
os termos da aproximacao com objectivo de formular o problema cuja solugao coincide com a
nossa aproximagao. Para tal, comecamos por derivar algumas expansoes relacionadas com a
aproximacao em termos do parametro €. Para o campo de velocidade u°, obtemos a seguinte

expansao de Vu em poténcias de ¢:

0
) o ol oo 0 00
Oyr Oy o ol dul dul
- 2 Cly  Uls Sl —= 0 0 5.
Vi=ec| o o 0 +e 0 90, O + | o, (5.38)
1
0 0 0 Ouy - Ouy Ous g g
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Vamos reescrever os coeficientes das poténcias de € como matrizes blocos da forma

Sll Sl2
821 522 ’

onde Si; € uma matriz 1 x 1, Si» é uma matriz 1 x 2, Sy; é uma matriz 2 X 1 e Sy é uma
matriz 2 X 2. Com esta notacao e denotando a matriz nula por zero, o gradiente de @ pode ser

escrito na forma

0
0 (V,ul)T Ouy 0 0
Vi=¢ +e2 | Om +e | g0 . (5.39)
1 10
O O O Vyua 81‘1

A parte simétrica de Vu é dada por
e(Va) = eBy + By + &° By, (5.40)

onde as fungoes matriciais By, By e By sao definidas por

1 a 0
0 —(V,ud) guy 0
Bo = 1 207 ' ) B, = Oy
5V 0 0 e(Vyul)
o L(ow)
B, = 2 81’1
2 — 9
1 0ul 0
2 (91'1

a parte simétrica de V,ul, ¢ dada por

duy 1 (3_“5 N 3_“5)
e(V,ul) = o 2\%  on (5.41)
ol (3_“% N a_“%) Quy
2\ 0y On Yo

Aplicando o operador de divergéncia a ambos os membros da igualdade (£.40), obtemos

dive(Va) = &% div, By

(5.42)
+ e(divy, By + div, By) + £*(div,, By + div, By) + &* div,, Bs.

1

Vamos calcular os coeficientes de €2, €', €2 e €% de forma separada.
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1. Cdlculo do coeficiente de £°:

1. T 1
2 div, (Vyul) §Ayu(1)
div, By = 0 = 0
0 0

2. Cdlculo do coeficiente de *:

0
dinl BQ + diVy Bl = 1 0 1
202, (Vyul) + 5 divy (e(Vyua))
Daqui, resulta que
0
divxl B() + diVy Bl = 0
1 1 ou
“Ayul 4+ =V, [ == + div, u!
9 yua+2 y(3x1+ lvyu)
Devido a equagao de continuidade (4.6h]), obtemos
0
0 1
div,, By + div, By = 1 = | =Au;
1 2
—Ayu
2 I

3. Cadlculo do coeficiente de £°:

divxl Bl -+ diVy BQ = 0

10} N 1.0 (o
2 0x%  20x; \ Ony
= 0

+ div, u1>

0
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Mais uma vez, usando a equagao de continuidade (£.6L), obtemos

10%u
2 Oz}
diVSE1 Bl + diVy Bg = 0
0
4. Cadlculo do coeficiente de €3:
0
' 0 10%ud
diva Bo=1 1 roul\ | T | 270:
—div,,
2 0z, 10%ud
2 0x?

Substituindo os resultados obtidos em (5.42]) e de seguida multiplicando tudo por 2u, obtemos
2;/, le(e(Vﬂ)) = EOMO + €1M1 + €2M2 + €3M3, (543)

onde My, My, My e Mj sdo definidos por

9210 0
pA Ul 0 _u21

Oy 0?ul
Mo = 0 s Ml = /;Ayu% s Mg = 0 s Mg = 2 8:1:%
2,1
0 A ulk O uy
HA,U — 73
yU3 0 W 022

Agora, vamos determinar a expansao do gradiente de pressao p em termos de €. Da definigao

da funcdo p e tendo em conta que a funcao p° nao depende da variavel y, segue que
Vp = 'V, 0" + eV, p* + 2V, p?
As equagoes (EIT) e (5.12) mostram que

A, ud 0
lepo = 0 = Mo, Vyp2 = uAyué = Ml,
0 JIPANRTE
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Da péagina 40, temos

op? O*u)  de
, | om o T duy
Vam =1 o | = 0
0 0
Portanto,
o*ud  dc 0
i . i K 8$% - d_:Bl 82u§
—Vp + 2udive(Vi) = & 0 + & D2
0 0*ul
oz?

Uma anélise semelhante para a condicao de fronteira de tensao normal nos fornece:

(—pI + 2ue(Vi))h = —p°n + e2uBof + e*(—p* I + 2uBy)f + e*2uByi

0 ) ou? 0
—Db ouP ="+ 2u5— oul
= 0 +¢€ ay%) +¢€ 0 +e 8331
1
0 u% 0 M%
Ya O
N N 9, OUf . 3 .
= —ppnt + 2uByn + € 3ua—n + 72uBsn.
T

Resumindo os nossos calculos, o par (a¢, pf) satisfaz o seguinte problema de fronteira

( div (=p° I + 2ue(Va)) = M- em F
diva® = 0 em ()°
(5.44)
uw = 0 sobre I'p
(—=p°I +2pe(Vas))n = —pyn+ B sobre T,
onde
e\ (0
. or?  dx Ua
Me L2 10 B or? |
0 0*ul
oz?
0 ou) 0
o —pt 2 o}
edet | p—t 2 01, 3| p=—=2
B =¢e| oy | +¢ 0 +e O,
ou? dus

,uay2 Maxl



Capitulo 6

Resultados, conclusoes e recomendacoes

6.1 Resultados

Neste trabalho estudamos o problema do fluxo de um fluido Newtoniano e incompressivel em
um tubo fino recto tridimensional de forma cilindrica de secgao transversal circular variavel. O
modelo matemético formulado, o sistema estacionario de Stokes colocado no dominio fino €2°,
nos proporcionou desafios interessantes durante o processo da construgao da solucao aproximada
para o campo de velocidade u® e a pressao p°. Assumimos que a solugao (u®,p®) do problema

admite expansoes assimptoticas das formas
uf (21, 2') = 2ul(z1,y) + 3ul (zy,y) + . ..

P (x1,2") = p°(x1,y) + ep'(z1,y) + . ..

La'. A construcao da aproximacao assimp-

onde u* e p* sdo funcdes desconhecidas, com y = £~
totica foi feita em trés fases:

Na primeira fase, comegamos por identificar algumas propriedades relacionadas com alguns
termos das expansoes assimptoticas. Em seguida, aplicamos técnicas de analise matematica e
da teoria de equagoes diferenciais para determinar as formulas explicitas dos termos de ordem

zero (u®,p°). Como resultado, encontramos:

o) = % / " e)de + pu(0)
Oary) = —ﬁ (r2(1) — [y?) Varp ().

Aqui observamos que a relacao de dependéncia entre o campo de velocidade e o gradiente da
pressao € linear, ou seja, os termos de ordem zero satisfazem a lei de Poiseuille. Além disso,
o termo u° satisfaz a condicdao de fronteira de Dirichlet, mas nao conserva o volume. Entao,

avangamos para a segunda fase da construcao da nossa aproximacao, o calculo do termo de

o1
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ordem um da velocidade e os termos de ordem um e dois da pressao de modo a obter uma

aproximagao mais precisa. Nesta fase, tivemos dois momentos distintos:

e Momento 1-célculo da primeira componente do termo de ordem um da velocidade ul e

o termo da pressao de ordem um p'.

e Momento 2-cilculo da segunda e terceira componentes do termo de ordem um da velo-
cidade (ul) =

1Y = (ud,ul) e o termo de ordem dois da pressao p?.

No momento 1, usando argumentos similares aos do calculo de (u?,p°) encontramos

(u%’pl) -

(0,0).

No momento 2, lidamos com um problema de Stokes nao homogéneo, um problema cuja anélise
de solvabilidade foi bem interessante. Para resolver o problema, recorremos a um resultado
importante de [30, Teorema 2.4] que estabelece uma condigao de existéncia e unicidade da

solu¢ao do problema de Stokes nao homogéneo. Como resultado, encontramos:

uy(z == po(L) = pe(0) (r*(x1) — yi — 45 dr. x
2( 173/) 4quOLT’_4<§>d€ ( 7’5($1) >y1dl’1( 1)
o) = — 2L =p(O) (@) —yi — e dr
2( 179) 4Mf0L7”74(5>d§ ( 7“5(:1:1) )Z/zd 1( )
P a1, y) = —Mg—f(:ﬂhy)
“+ ay /OII r*4(€)d£—|— 3] dg/ { 70”(5)}7'74(6)6%,
onde

po(L) — py(0)] / (PO +r(&)r"(€) 4 (€)de

3 { / ) T‘4(€)d§] 2

Finalmente, na terceira fase, definimos a aproximagao assimptotica como

)+ Sul(zy, L)

’ €

{fﬁ(m) = &%u’(zy,

(1) + %% (w1, %),
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6.2 Conclusoes e recomendacoes

A aproximagao (u,p°) satisfaz o seguinte problema de fronteira

([ div (=T + 2ue(ViE)) = Me em O
diva® = 0 em ()°

uw = 0 sobre I'y,

(—=p°I +2pe(Vas))n = —pyn+ B° sobre T,

\

Comparando o problema aproximado com o problema original ({.1]) concluimos que a aproxi-
magao (@°,p°) nao satisfaz o problema original devido a presenga dos termos M® e 5. No
entanto, uma vez que M°® = O(g?) e B° = O(e) vemos que a aproximagao ¢, de facto, uma so-
lucdo assimptotica de (A1) no limite & medida que € tende para zero. A nossa maior satisfa¢ao
é que a aproximagao obtida conserva o volume. Este resultado obtido é similar ao resultado
obtido em [I1]], onde foi feito um estudo do fluxo de Stokes numa célula de Helen-Shaw gene-
ralizada confinada entre duas superficies. Para justificar com rigor a validade da aproximacao
obtida, os autores utilizaram as estimativas de erros para o campo velocidade e pressao em
termos das normas dos espacos H' e Ls, respectivamente. Portanto, para os trabalhos futuros

propomos:

1. Justificar de forma rigorosa as expansoes assimptoéticas escolhidas. Em particular, gosta-
rifamos de esclarecer as condi¢oes de fronteira aparentemente contraditérias obtidas pelo
método de expansao assimptotica. Esta anélise pode exigir que as camadas limite em I'y

sejam tomadas em consideracao.

2. Estimar o erro da aproximacao obtida. Isto pode ser feito considerando a formulagao

fraca de (1)) e estimando os erros ||[u® — @°|| e ||[p® — p°|| em normas adequadas.

3. Elaborar um artigo com os resultados obtidos e publicd-lo em uma revista cientifica.
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