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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem sobre a aproximação assimptótica do fluxo de

um fluido newtoniano e incompressível no interior de um tubo fino recto com secção transversal

circular variável. Primeiramente, definimos de forma precisa a geometria do tubo fino como

um domínio fino Ωε no espaço tridimensional, onde ε é um pequeno parâmetro relacionado

à geometria do domínio. A fronteira do nosso domínio é composta por duas partes disjuntas:

Γε
D (fronteira de Dirichlet), que representa a superfície lateral do tubo, e Γε

N (fronteira de

Neumann), que representa as extremidades do tubo. Além disso, assumimos que o fluxo é esta-

cionário. Partindo das equações de Navier-Stokes juntamente com a equação de continuidade e

assumindo que o parâmetro ε é muito pequeno, deduzimos o modelo que descreve matematica-

mente o fluxo de um fluido newtoniano e incompressível no domínio Ωε na ausência de forças

de corpo, conhecido como o sistema estacionário de Stokes. Para descrever completamente o

nosso problema, consideramos que o fluxo é impulsionado por uma pressão externa que actua

como força de superfície nas extremidades do tubo. Especificamente, associamos ao sistema

de Stokes duas condições de fronteira: condição de tensão normal na fronteira de Neumann

(modelada como uma zona de entrada/saída onde é aplicado um gradiente de pressão como

forças de superfície) e uma condição de fronteira de Dirichlet homogénea para o campo de

velocidade na parte restante da fronteira. Dessa forma, formulamos um problema de fronteira

com condições de fronteira mistas, que é o foco principal deste estudo. Para construir a solução

aproximada deste problema, utilizamos o chamado método formal de expansão assimptótica,

que consiste em expressar a solução como uma série de potências do pequeno parâmetro ε . No

processo de implementação das etapas do método de expansão assimptótica, utilizamos diversas

ferramentas de análise matemática e da teoria clássica de equações diferenciais, como o teorema

de divergência, técnicas de resolução de equações diferenciais lineares, e teoremas de existência

e unicidade da solução para os problemas de Dirichlet e Neumann para a equação de Poisson.

Como resultado principal, obtivemos uma forma generalizada da lei de Poiseuille para o termo

de ordem zero da velocidade. Além disso, a aproximação obtida satisfaz a condição de fronteira

de Dirichlet e conserva o volume.

Palavras-chave: Fluido Newtoniano e incompressível, Sistema de Stokes, Expansões assimp-

tóticas, Fluxo em tubos finos



Abstract

In this work, we develop an approach to the asymptotic approximation of the flow of a Newto-

nian incompressible fluid inside a thin straight pipe with a variable circular cross-section. First,

we precisely define the geometry of the thin pipe as a thin domain Ωε in three-dimensional

space, where ε is a small parameter related to the geometry of the domain. The boundary of

our domain is composed of two disjoint parts: Γε
D (Dirichlet boundary), which represents the

lateral surface of the pipe, and Γε
N (Neumann boundary), which represents the ends of the pipe.

In addition, we assume that the flow is stationary. Starting from the Navier-Stokes equations

together with the continuity equation and assuming that the ε parameter is very small, we

derive the model that mathematically describes the flow of a incompressible Newtonian fluid

in the Ωε domain in the absence of body forces, the so-called stationary Stokes system. To

completely describe our problem, we consider that the flow is driven by an external pressure

that acts as a surface force at the ends of the pipe. Specifically, we associate two boundary con-

ditions with the Stokes system: a normal stress condition on the Neumann boundary (modeled

as an inlet/outlet zone where a pressure gradient is applied as surface forces) and a homogene-

ous Dirichlet boundary condition for the velocity field on the remaining part of the boundary.

In this way, we formulate a boundary problem with mixed boundary conditions, which is the

main focus of this study. To construct the approximate solution to the problem, we choose the

so-called formal method of asymptotic expansion, which is based on constructing the solution

as a power series in the small parameter ε . In the process of implementing the steps of the

asymptotic expansion method, we used some tools from mathematical analysis and the classical

theory of differential equations, such as: the divergence theorem, techniques for solving linear

differential equations, existence and uniqueness theorems for solving the Dirichlet problem and

the Neumann problem for the Poisson equation. As the main result, we obtained a generalized

form of Poiseuille’s law for the zeroth-order velocity term. Furthermore, the approximation

obtained satisfies the Dirichlet boundary condition and is divergence-free.

Keywords: Newtonian incompressible fluid, Stokes system, Asymptotic expansions, Flow in

thin pipes



Capítulo 1

Introdução

Na natureza, podemos encontrar uma grande variedade de fluidos que são substâncias que

se deformam continuamente quando submetidas a uma força tangencial. O ramo da ciência

destinado ao estudo do comportamento do fluido e suas propriedades é denominado Mecânica

dos fluidos. Este ramo é dividido em dois sub-ramos: estática dos fluidos e dinâmica dos fluidos.

A estática dos fluidos estuda fluidos que se encontram em repouso, enquanto a dinâmica dos

fluidos estuda os fluidos que se encontram em movimento.

O movimento de qualquer fluido numa região do espaço tridimensional R3 pode ser descrito

por um sistema de equações diferenciais conhecido como equações de Navier-Stokes. Em geral,

as equações Navier-Stokes apresentam uma grande dificuldade tanto para o tratamento analítico

como computacional devido a não linearidade dessas equações.

As dificuldades matemáticas apresentadas pelas equações do movimento de um fluido são

tão significativas que soluções explícitas são encontradas apenas em circunstâncias em que, por

alguma razão, as equações são reduzidas a uma forma linear. Entre os casos mais simples

encontramos aqueles em que o campo de velocidade tem a mesma direcção em todo o lado e

é independente da distância na direcção do fluxo (veja [3, p. 179]). Um caso especial deste

tipo de fluxo é o fluxo estacionário de um fluido viscoso num tubo recto de secção transver-

sal arbitrária e constante, conhecido como fluxo de Poiseuille. Para um fluido newtoniano e

incompressível fluindo através de um tubo recto de secção transversal circular constante com

paredes impermeáveis, sob a acção de uma diferença de pressão nas extremidades do tubo, a

velocidade v é dada pela seguinte fórmula de Poiseuille

v(r) = −
∆p

4µL
(R2 − r2), (1.1)

onde ∆p é a diferença de pressão entre as extremidades do tubo, µ é a viscosidade do fluido,

r é a coordenada radial, L e R denotam o comprimento e o raio do tubo, respectivamente.

Uma quantidade de importância prática é a taxa volumétrica de fluxo Q , dada por:

Q =

∫ R

0

2πvrdr.

1
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Usando a equação (1.1), obtemos

Q = −
πR4

8µL
∆p. (1.2)

Esta fórmula é conhecida como lei de Poiseuille ou equação de Hagen-Poiseuille. Segundo

[31], esta lei foi obtida experimentalmente por Jean Léonard Marie Poiseuille em 1838 quando

estudou o fluxo de água através de tubos finos de vidro e os efeitos da diferença de pressão.

De forma independente, em 1839, Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen obteve resultados similares

aos de Poiseuille. A lei de Poiseuille foi publicada por J. Poiseuille em 1840 nos seus trabalhos

[23, 24].

Todavia, a fórmula de Poiseuille dá uma solução exacta apenas no caso do fluxo de um fluido

Newtoniano e incompressível em regime laminar através de um tubo com secção transversal

constante. Se o tubo tiver uma secção transversal variável ou for curvo, só se pode derivar a

aproximação da solução através de técnicas de perturbação singular (veja [22, p. 2]).

Nesta pesquisa, analisamos o fluxo de um fluido newtoniano e incompressível em um tubo

fino recto com secção transversal circular variável. Consideramos duas condições fundamentais:

o fluxo incompressível e o tubo fino. Um fluxo incompressível é aquele em que a densidade do

fluido permanece constante em qualquer ponto ao longo do tempo. Esse tipo de fluxo é frequen-

temente associado a líquidos, como a água e óleos, que mantêm uma densidade praticamente

constante, mesmo sob variações de pressão e temperatura em muitas aplicações práticas.

Um tubo fino é caracterizado por ter um diâmetro muito pequeno em relação ao seu com-

primento, permitindo simplificações nas equações de movimento do fluido, pois o fluxo tende a

ser suave. Matematicamente falando, um tubo fino pode ser descrito como um domínio fino Ωε

do espaço tridimensional, onde ε > 0 é um pequeno parâmetro relacionado com a espessura do

domínio. No nosso caso, Ωε tem a forma de um tubo fino recto de comprimento L e raio não

uniforme de ordem O(ε) .

Além das suposições mencionadas, assumimos que o fluxo é estacionário e é impulsionado

por uma pressão externa que actua como força de superfície nas extremidades do tubo. Sob

essas condições, o movimento do fluido pode ser modelado pelo sistema de Stokes.

Devido à complexa geometria do tubo fino Ωε , não se pode esperar obter uma forma explícita

da solução exacta do sistema de Stokes. Portanto, este trabalho é destinado a obtenção de uma

aproximação assimptótica da solução do sistema de Stokes.

Na literatura matemática, há vários trabalhos publicados sobre a obtenção da aproximação

assimptótica de fluxos estacionários em domínios finos. Fabricius, Miroshnikova, Tsandzana

e Wall, em [12], investigaram o fluxo de Stokes em domínios finos (tubos finos e películas

finas) utilizando o método de convergência em duas escalas para domínios finos, desenvolvido

por Marušić e Marušić-Paloka em [15]. Mironshnikova, em [18], investigou o comportamento

assimptótico do fluxo de um fluido newtoniano em um tubo fino com fronteira rugosa, utilizando

o método de expansão assimptótica combinado com estimativas de erros. Fabricius, Manjate e

Wall, em [11], investigaram o comportamento assimptótico do fluxo de Stokes em uma célula de

Hele-Shaw generalizada confinada entre duas superfícies. Marušić-Paloka, em [17], examinou
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os efeitos da flexão e torção no fluxo de um fluido newtoniano em um tubo curvo e, em [16],

apresentou uma justificativa rigorosa de um modelo assimptótico para o fluxo de um fluido

newtoniano em um sistema de tubos finos. Estudos semelhantes foram realizados por Pažanin,

em [21, 22], no contexto de fluidos micro-polares fluindo através de tubos.

1.1 Objectivos da pesquisa

Nosso obejctivo principal é obter uma aproximação assimptótica do fluxo de um fluido New-

toniano e incompressível em um tubo fino recto de secção transversal circular de raio variável.

Para alcançar este objectivo, definimos os seguintes objectivos específicos:

1. Fazer uma descrição sistemática de conceitos e leis básicas da dinâmica dos fluidos;

2. Apresentar a dedução das equações de Navier-Stokes

3. Formular um modelo matemático que descreve o fluxo de um fluido newtoniano e incom-

pressível num tubo fino recto de secção transversal circular variável.

4. Melhorar a forma da lei de Poiseuille.

5. Construir uma aproximação que seja consistente com as leis físicas, como a conservação

do volume.

1.2 Importância do estudo

O estudo do fluxo incompressível em tubos finos é de grande importância devido às suas diver-

sas aplicações práticas e contribuições teóricas fundamentais. Em aplicações industriais, como

sistemas de tubulação na engenharia civil, redes de distribuição de água potável e gás, sistemas

de irrigação agrícola, bem como na mecânica dos fluidos em sistemas de refrigeração e sistemas

de injecção de combustível, compreender o comportamento do fluxo incompressível é crucial

para optimizar o transporte eficiente de fluidos e garantir o funcionamento adequado desses

sistemas. A capacidade de modelar precisamente o fluxo nessas condições não só impacta dire-

tamente a eficiência e segurança desses sistemas, mas também orienta as decisões de projectos

e operações, visando a redução de custos operacionais e o aumento da sustentabilidade dos

processos envolvidos.

Além disso, estudar o fluxo incompressível em tubos finos contribui significativamente para

o avanço do conhecimento em física dos fluidos. Este fenômeno oferece uma oportunidade

para investigar e validar teorias existentes, além de desenvolver novos modelos matemáticos

aplicáveis em uma variedade de contextos, desde engenharia até ciências médicas. Na medicina,

por exemplo, compreender como os fluidos se comportam em micro-canais é crucial para o

desenvolvimento de dispositivos médicos avançados, como micro-agulhas e microcânulas, que

possibilitam tratamentos mais precisos e menos invasivos.
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O estudo do fluxo incompressível em tubos finos pode fornecer informações valiosas sobre o

fluxo sanguíneo em vasos sanguíneos, permitindo uma compreensão mais profunda dos factores

e parâmetros que influenciam o sistema circulatório. Essa compreensão é essencial para o

desenvolvimento de modelos precisos capazes de diagnosticar e tratar doenças cardiovasculares

de maneira mais eficaz.

Portanto, acreditamos que os resultados desta pesquisa contribuirão significativamente para

o avanço do conhecimento na dinâmica dos fluidos, na medicina e no desenvolvimento de tec-

nologias eficientes e sustentáveis.

1.3 Materiais e Métodos

Para a execução do presente trabalho fizemos buscas em livros e artigos publicados sobre:

Mecânica dos fluidos [1, 3, 13]; Fluxos de fluido incompressível [5, 14, 20]; Fluxo de fluidos em

domínios finos [11, 12, 18]; Teoria de equações diferenciais parciais [10, 27]; Teoria das equações

de Navier-Stokes [5, 30]; Análise assimptótica [4, 8].

Quanto ao desenvolvimento da pesquisa, seguimos as etapas:

1. Levantamento do material necessário: um computador, duas resmas de folhas A4, selecção

de artigos e livros relacionados com o nosso campo pesquisa;

2. Investigação preliminar:

(a) Estudo dos conceitos e propriedades elementares da Mecânica dos fluidos;

(b) Estudo de ferramentas de análise matemática;

3. Dedução das equações de Navier-Stokes;

4. Descrição da geometria do problema;

5. Análise dimensional das equações de Navier-Stokes;

6. Descrição dos tipos de condições de fronteira a serem estudadas.

7. Formulação do problema de pesquisa;

8. Definição de uma estratégia de investigação:

(a) Estudo de ferramentas da teoria das equações de Navier-Stokes;

(b) Estudo das técnicas clássicas desenvolvidas na teoria problemas de valores de fron-

teira em domínios que variam com um parâmetro pequeno;

(c) Selecção dos métodos de análise assimptótica a serem utilizados. Escolhemos o

método formal de expansão assimptótica para investigar a solvabilidade do nosso

problema de pesquisa. Este método é uma ferramenta útil para muitos problemas



1.4. ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 5

na forma padrão e produz uma solução correcta do problema limite na maioria dos

casos. O seu principal inconveniente é que não fornece provas rigorosas. No entanto,

combinando as expansões assimptóticas com estimativas de erro, a sua validade pode

ser rigorosamente justificada.

9. Implementação das etapas do método de expansão assimptótica:

(a) Construímos as expansões assimptóticas para a velocidade uε e pressão pε em séries

de potências do parâmetro pequeno ε das formas

uε(x1, x
′) = ε2u0

(

x1,
x′

ε

)

+ ε3u1
(

x1,
x′

ε

)

+ ε3u2
(

x1,
x′

ε

)

+ . . . , (1.3a)

pε(x1, x
′) = ε0p0

(

x1,
x′

ε

)

+ ε1p1
(

x1,
x′

ε

)

+ ε2p2
(

x1,
x′

ε

)

+ . . . , (1.3b)

onde a variável x1 é direccionada ao longo da linha média do tubo, enquanto x′ =

(x2, x3) descreve a secção transversal do tubo.

(b) Inserimos as expansões (1.3a) e (1.3b) no problema formulado, recolhemos os termos

de mesma ordem das potências sucessivas de ε , analisamos as equações resultantes

e procuramos determinar os termos principais u0, u1, u2, . . . e p0, p1, p2, . . . até uma

ordem finita.

10. Construção da solução aproximada.

11. Elaboração da redação final da dissertação.

1.4 Organização do trabalho

O presente trabalho está organizado da seguinte forma:

No segundo capítulo, apresentamos alguns conceitos básicos da teoria de campos, descre-

vemos o teorema de transporte, definimos a condição de incompressibilidade, deduzimos as

equações de Navier-Stokes e formulamos o sistema de equaçoes que descreve o movimento de

um fluido newtoniano incompressível.

No terceiro capítulo, formulamos nosso objecto de estudo: descrevemos de forma detalhada

a geometria do nosso domínio tridimensional Ωε e do domínio redimensionado Ω , fazemos uma

análise dimensional das equações de Navier-Stokes e definimos duas condições fronteira que são

realistas para fluxos em tubos.

No quarto capítulo, implementamos as etapas do método de expansão assimptótica para

investigar a solvabilidade do problema de Stokes com condições de fronteira mistas, que é

formulado na secção 4.1. Na secção 4.2 construímos expansões assimptóticas das funções velo-

cidade uε e pressão pε em séries de potências do parâmetro pequeno ε . Na secção 4.3 inserimos
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as expansões nas equações do nosso problema de fronteira e apresentamos algumas equações

satisfeitas pelos termos principais das expansões assimptóticas. Na secção 4.4 introduzimos o

conceito de função permeabilidade de domínios finos e deduzimos as expressões que definem a

permeabilidade do tubo fino Ω e a permeabilidade da secção transversal de Ω . Na secção 4.5

apresentamos um dos resultados principais desta pesquisa: os termos principais das expansões

assimptóticas satisfazem a lei de Poiseuille.

No quinto capítulo, determinamos mais alguns termos das expansões assimptóticas e cons-

truímos uma solução aproximada do nosso problema.



Capítulo 2

Equações do movimento

Neste capítulo, vamos apresentar a lista de conceitos básicos essenciais para compreender o

problema desta pesquisa e deduzir as equações que governam o movimento de fluidos incom-

pressíveis. Os conceitos e leis básicas da mecânica dos fluidos que sustentam este capítulo

podem ser encontrados nas seguintes referências: [1], [3], [5], [9], [13], [20] e [28]

2.1 Descrição do movimento do fluido

Seja Ω0 uma região aberta e limitada do espaço R
3 ocupada por uma porção de um fluido no

instante t = 0 . Agora, consideremos um ponto material ou uma partícula P movendo-se com

o fluido. No instante t = 0 a partícula ocupa a posição X = (X1, X2, X3) ∈ Ω0 e no instante

t > 0 suponhamos que ela é movida para a posição x = (x1, x2, x3) . Então, o movimento do

fluido pode ser descrito pela função fluxo ϕ : Ω0 → Ωt definida por

x = ϕ(X, t), (2.1)

onde Ωt é a região ocupada pelo fluido no instante t . Assumimos que ϕ é bijectiva e é um

difeomorfismo local, isto é, ϕ e ϕ−1 são funções diferenciáveis.

Além disso, ϕ descreve o movimento individual da partícula que no instante inicial t = 0

estava na posição X . Esta é a chamada descrição lagrangiana e os pontos X em Ω0 são

chamados coordenadas materiais. Em alternativa, a descrição espacial, também conhecida

como descrição euleriana, consiste em observar o estado do movimento em um ponto fixo x do

espaço. Deste modo, a velocidade, densidade, pressão e outros campos são descritos em termos

das variåveis x e t . Os pontos x em Ω são chamados coordenadas espaciais.

Cada um dos sistemas de coordenadas mencionados acima são descrições válidas. Nesta

pesquisa, utilizaremos a descrição euleriana para descrever o movimento de um fluido.

7
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2.2 Elementos da teoria de campo

Nesta secção, vamos descrever três principais variáveis de estado que caracterizam o movimento

de um fluido: velocidade, densidade e pressão.

Definição 2.2.1 A velocidade de uma partícula é definida como a derivada da função fluxo

(2.1) em relação ao tempo. Se u = u(x, t) denota a velocidade da partícula que, no instante t,

ocupa a posição x, então

u(x, t) =
∂ϕ(X, t)

∂t
⇔ u =

(

∂ϕ1

∂t
,
∂ϕ2

∂t
,
∂ϕ3

∂t

)

. (2.2)

Para cada tempo fixo u é um campo vectorial em Ω e é chamado campo de velocidade do fluido.

Dado o campo de velocidade u(x, t) , podemos encontrar o correspondente fluxo resolvendo

o sistema de equações diferenciais







dx

dt
= u(x, t)

x(0) = X.

(2.3)

Consideremos o campo de velocidade u(x, t) em coordenadas cartesianas, isto é:

u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)),

onde ui , i = 1, 2, 3 , são campos escalares definidos em Ωt×]0,∞[ . O gradiente da velocidade

é definido como o tensor de segunda ordem

∇u =

















∂u1
∂x1

∂u1
∂x2

∂u1
∂x3

∂u2
∂x1

∂u2
∂x2

∂u2
∂x3

∂u3
∂x1

∂u3
∂x2

∂u3
∂x3

















=

(

∂ui
∂xj

)3

i,j=1

.

Vamos agora introduzir o conceito de derivada material, que estabelece a taxa de variação de

uma certa quantidade no movimento do fluido em relação ao tempo. Seja f(x, t) uma função

escalar em Ωt que representa alguma quantidade arbitrária no movimento do fluido. Como

x = ϕ(X, t) , então a derivada da função f em relação ao tempo é calculada segundo a regra

de cadeia e o resultado chamamos Derivada material:

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ u · ∇f. (2.4)

Similarmente, para uma função vectorial F (x, t) a derivada material é definida por

DF

Dt
=
∂F

∂t
+ (u · ∇)F, (2.5)
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onde o operador u · ∇ é definido para cada componente do campo vectorial F como

(u · ∇)Fi =
3
∑

j=1

uj
∂Fi

∂xj
= u · ∇Fi. (2.6)

Definição 2.2.2 A aceleração de uma partícula é a taxa de variação da velocidade em relação

ao tempo:

a(x, t) =
du(x, t)

dt
=
Du

Dt
.

Da definição da derivada material, segue que

a(x, t) =
∂u

∂t
+ (u · ∇)u. (2.7)

A derivada
∂u

∂t
é a taxa da velocidade num ponto fixo do espaço, ou seja, é a aceleração

local da partícula. O termo não linear (u · ∇)u é a aceleração convectiva e reflecte a taxa

da velocidade no espaço devido ao deslocamento de um elemento de fluido para uma posição

diferente no campo do fluxo.

Pressão. A pressão é uma função escalar

p = p(x, t)

que descreve as forças que actuam sobre a superfície de um elemento do fluido. Mais precisa-

mente, a pressão p actua como uma força por unidade de área normal à superfície do elemento

do fluido. Portanto, o total das forças exercidas pela pressão sobre a superfície do fluido é

−

∫

∂Ω

pn̂dS = −

∫

Ω

∇pdx,

onde n̂ é o vector normal unitário exterior à ∂Ω .

Densidade. A densidade do fluido

ρ = ρ(x, t),

é definida como a massa por unidade de volume. Nesta pesquisa vamos assumir que a densidade

é constante, isto é, a densidade é mesma em todos os elementos do fluido para qualquer tempo

t . Em geral, a densidade é uma função da pressão p e temperatura T .

2.3 Teorema de transporte

Nesta secção vamos descrever um resultado fundamental de diferenciação, conhecido na mecâ-

nica dos fluidos como teorema de transporte. O teorema nos dá uma fórmula para o cálculo
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da derivada de uma quantidade escalar ou vectorial integrada sobre um elemento de fluido e é

um instrumento essencial para a dedução das equações do movimento de um fluido. Seja J o

jacobiano da transformação (2.1) , isto é,

J(X, t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ϕ1

∂X1

∂ϕ1

∂X2

∂ϕ1

∂X3

∂ϕ2

∂X1

∂ϕ2

∂X2

∂ϕ2

∂X3

∂ϕ3

∂X1

∂ϕ3

∂X2

∂ϕ3

∂X3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2.8)

Pela suposição que a aplicação ϕ : Ω0 → Ωt admite uma inversa diferenciável, segue que

0 < J <∞.

A função J satisfaz a seguinte fórmula

∂J

∂t
= J(X, t)(div u)(x, t), (2.9)

onde u é o campo de velocidade definido em (2.2). A validade da fórmula (2.9) foi feita

originalmente por Euler (veja [28, p. 9]).

Teorema 2.3.1 Para uma função escalar f(x, t) da classe C1 , vale a seguinte fórmula

d

dt

∫

Ωt

f(x, t)dx =

∫

Ωt

(

∂f

∂t
+ u · ∇f + f div u

)

=

∫

Ωt

(

∂f

∂t
+ div(fu)

)

dx. (2.10)

Demonstração. Vamos aplicar a mudança de variável x = ϕ(X, t) no integral do primeiro

membro da equação (2.10). Então, a região de integração Ωt é substituída por Ω0 , e assim

∫

Ωt

f(x, t)dx =

∫

Ω0

f(ϕ(X, t), t)J(X, t)dX. (2.11)

Derivando ambos os membros da equação (2.11) em relação a t , temos

d

dt

∫

Ωt

f(x, t)dx =
∂

∂t

∫

Ω0

f(ϕ(X, t), t)J(X, t)dX

=

∫

Ω0

∂

∂t
[f(ϕ(X, t), t)J(X, t)] dX

=

∫

Ω0

(

∂

∂t
(f(ϕ(X, t), t)) J(X, t) + f(ϕ(X, t), t)

∂

∂t
J(X, t)

)

dX.

Da definição de derivada material e aplicando fórmula (2.9), obtemos

d

∂t

∫

Ωt

f(x, t)dx =

∫

Ω0

(

∂f

∂t
+ u · ∇f + f(ϕ(X, t), t)(div u)(ϕ(X, t), t)

)

J(X, t)dX.

Agora, empregando a mudança inversa de variável, x = ϕ(X, t) , o integral do lado direito da
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equação acima transforma-se em

∫

Ωt

(

∂f

∂t
+ div (fu)

)

dx,

o que completa a demosntração. �

O teorema de transporte pode ser generalizado para funções vectoriais. Se F (x, t) é uma

quantidade vectorial, então:

d

dt

∫

Ωt

F (x, t)dx =

∫

Ωt

(

∂F

∂t
+ (u · ∇)F + F div u

)

dx. (2.12)

2.4 Equação de continuidade

Seja ρ(x, t) ou simplesmente ρ a densidade da massa do fluido. A massa total do fluido que

ocupa a região Ωt é dada por

m =

∫

Ωt

ρ(x, t)dx.

Princípio de conservação de massa: Para qualquer volume inicial Ω0 , a massa total da matéria

contida em Ωt = ϕ(Ω0) é a mesma contida no instante inicial.

Este princípio pode ser expresso como

d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t)dx = 0.

Aplicando o teorema de transporte, obtém-se a equação:

∫

Ωt

(

∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ+ ρ div u

)

(x, t)dx = 0.

Como a região Ωt e arbitrária, obtém-se então a equação de conservação de massa

∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ+ ρ div u = 0, (2.13)

também conhecida como equação da continuidade. Atendendo a definição da derivada material,

a equação da continuidade pode ser escrita na forma

Dρ

Dt
+ ρ div u = 0, (2.14)

Fluido incompressível. Dizemos que um fluido é incompressível se o volume de qualquer

elemento de fluido permanece constante ao longo do tempo. Então, o fluido de fluxo ϕ : Ω0 → Ωt

é incompressível se
d

dt
|Ωt| =

d

dt

∫

Ωt

dx = 0. (2.15)
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Aplicando o teorema de transporte para f(x, t) = 1 , obtemos

d

dt

∫

Ωt

dx =

∫

Ωt

div udx = 0. (2.16)

Como Ωt é arbitrária, a equação (2.16) implica a condição de incompressibilidade

div u = 0. (2.17)

Em outras palavras, um fluido é incompressível se o campo de velocidade for solenoidal. Se

um fluido tem densidade constante, ρ não depende da posição x e do tempo t , a equação da

continuidade
Dρ

Dt
+ div (ρu) = 0,

reduz-se na condição de incompressibilidade (2.17), o que significa que o fluido é incompressível.

Um fluido pode ser incompressível e sua densidade não ser constante, o único requisito é

que a densidade de cada partícula permaneça inalterada (veja [5, p. 33]). Por convenção, neste

trabalho, vamos assumir que um fluido é incompressível se a densidade de todas as partículas

for constante (ρ = const.).

2.5 Equação do momento

Seja Ωt um domínio delimitado pela superfície ∂Ωt . O momento linear de uma porção de fluido

que, no instante t , ocupa a região Ωt é definido pelo integral

∫

Ωt

ρ(x, t)u(x, t)dx. (2.18)

Princípio de conservação do momento: a taxa de variação do momento linear de um volume

arbitrário em relação ao tempo é igual à soma das forças na região. De uma forma geral, são

consideradas dois tipos de forças:

1. Forças de corpo: as forças que se distribuem por toda a massa ou volume do elemento,

como a forcça de gravidade, forças eletromagnéticas. O total das forças de corpo que

actuam no fluido é dado por
∫

Ωt

ρ(x, t)f(x, t)dx, (2.19)

onde f(x, t) é a resultante das forças de corpo por unidade de massa

2. Forças de superfície: as forças que actuam sobre a superfície ∂Ωt .

O total das forças de superfície é dado por

∫

Ωt

ν(x, t,n)ds, (2.20)
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onde n é o vector unitário normal à superfície ∂Ωt apontado para fora. ν(x, t,n) é o vector

que representa a resultante das forças de superfície por unidade de área no ponto x no instante

t . O vector ν é chamado vector de tensão.

Assim, o princípio do momento linear para o volume Ωt fica expresso pela seguinte equação

d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t)u(x, t)dx =

∫

Ωt

ρ(x, t)f(x, t)dx+

∫

Ωt

ν(x, t,n)dS (2.21)

Segue do teorema da tensão de Cauchy (veja [5], p. 11) que o vector de tensão ν é uma função

que depende linearmente de n , ou seja, existe uma função matricial σ = (σij)
3
i,j=1 tal que

ν(x, t,n) = σ(x, t) · n. (2.22)

A função σ representa o estado de tensões local e é chamada tensor de tensões. O elemento

σij representa a componente da tensão local na direcção i sobre a superfície com a normal na

direcção de j . Mais precisamente:

1. σij é a componente i da força exercida sobre uma superfície de årea unitåria com a normal

na direcção do vector ej . Esta é a tensão de cisalhamento.

2. σii é a componente i da força exercida sobre uma superfície de årea unitåria com a normal

na direcção do vector ei . Esta é a tensão normal.

Substituindo a relação (2.22) no segundo integral do segundo membro da equação (2.21),

obtemos
d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t)u(x, t)dx =

∫

Ωt

ρfdx+

∫

∂Ωt

σ(x, t) · ndS. (2.23)

Aplicando o teorema de transporte para calcular a derivada a esquerda da equação (2.23),

obtemos
∫

Ωt

(

∂

∂t
(ρu) + ρu div u+ (u · ∇)(ρu)

)

dx =

∫

Ωt

ρfdx+

∫

∂Ωt

σ(x, t) · nds (2.24)

Em virtude da equação de continuidade, o primeiro membro da equação (2.24) reduz-se em

∂

∂t
(ρu) + ρu div u+ (u · ∇)(ρu) = ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

. (2.25)

De (2.24) e (2.25), resulta que

∫

Ωt

ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

dx =

∫

Ωt

ρfdx+

∫

∂Ωt

σ(x, t) · ndS. (2.26)

Agora, para o integral de superfície do segundo membro da equação (2.26), vamos aplicar o

teorema de divergência:
∫

∂Ωt

σ(x, t) · ndS =

∫

Ωt

div σdx,
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onde o divergente do tensor σ é definido como

div σ =

















∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

∂σ21
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+
∂σ23
∂x3

∂σ31
∂x1

+
∂σ32
∂x2

+
∂σ33
∂x3

















=

(

3
∑

j=1

∂σij
∂xj

)3

i=1

. (2.27)

Logo, a equação (2.26) pode ser escrita como

∫

Ωt

ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

dx =

∫

Ωt

(ρf + div σ)dx. (2.28)

Como Ωt é uma região arbitrária, obtemos então a equação do momento

ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= div σ + ρf, (2.29)

que também pode ser escrita na forma

Du

Dt
= div σ + ρf.

O tensor σ pode ser expresso como:

σ = −pI + τ, (2.30)

onde p é a pressão num ponto do fluido em movimento, I é o tensor identidade definido por

I = (δij)
3
i,j=1 e τ = (τij)

3
i,j=1 é o tensor viscoso resultante da deformação dos elementos do

fluido.

2.6 Fluido newtoniano

Definição 2.6.1 Um fluido é chamado perfeito, ideal ou inviscoso, se o tensor viscoso é nulo,

isto é,

τij = 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ 3.

Caso contrário, o fluido é chamado viscoso.

Para um fluido viscoso, o tensor de tensões (2.30) representa a forma básica da equação consti-

tutiva para modelar o fluido. Foi confirmado experimentalmente que o tensor viscoso τ depende

da densidade do fluido ρ e do gradiente da velocidade ∇u . Notemos que ∇u pode ser expresso

como

∇u
def
= e(∇u) + ω(∇u), (2.31)
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com

e(∇u) =
1

2

(

∇u+ (∇u)T
)

e ω(∇u) =
1

2

(

∇u− (∇u)T
)

,

onde e(∇u) = (eij)
3
i,j=1 é a parte simétrica e representa a taxa deformação e denomina-se tensor

de deformação, e ω(∇u) = (ωij)
3
i,j=1 é a parte anti-simétrica e representa a taxa de rotação,

respectivamente. Mostra-se que o tensor viscoso τ é uma função única da taxa de deformação

(veja [32, p. 24]), isto é,

τ = τ(e(∇u)). (2.32)

Definição 2.6.2 Um fluido é chamado newtoniano se satisfaz as seguintes propriedades:

1. O tensor viscoso é uma função linear do gradiente da velocidade ∇u e independente de

outras quantidades cinemáticas, isto é,

τ = τ(∇u).

2. A tensão de cisalhamento é zero quando o fluido se move como um corpo rígido, ou seja,

eij = 0 ⇒ τij = 0, para todos i, j,

reduzindo à condição de pressão hidrostática σij = −pδij .

3. A relação entre a tensor viscoso τ e os gradientes de velocidade é isotrópica, ou seja, a

relação deve ser a mesma sob rotações arbitrárias dos eixos de coordenadas.

Com base nestas três condições, Stokes deduziu que o tensor viscoso de um fluido Newtoniano

é definido por

τij = λekk + 2µeij, (2.33)

com

ekk = e11 + e22 + e33 = div u e 2eij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

,

onde as constantes λ e µ são chamadas coeficientes de viscosidade.

Das equações (2.30) e (2.33) segue que

σ = (−p+ λ div u)I + 2µe(∇u), (2.34)

que é a expressão geral do tensor para um fluido newtoniano.

Substituindo a relação constitutiva (2.34) na equação do momento (2.29), obtemos a seguinte

equação na forma convectiva

ρ

[

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

]

= −∇p+ λ∇(div u) + 2µ div (e(∇u)) + ρf, (2.35)
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onde o termo do lado esquerdo corresponde as forças inerciais e os termos do lado direito

correspondem a força de pressão (primeiro termo), forças viscosas (segundo e terceiro termo) e

forças externas aplicadas ao fluido (quarto termo), respectivamente.

A equação (2.35) foi obtida inicialmente por C. L. Navier [19], S. D. Poisson, A. B. Saint-

Venant [26] e G. G. Stokes [29] entre 1827 e 1845. Esta equação é usualmente conhecida como

Equação de Navier-Stokes (veja [1], [3], [9]). Esta equação é sempre resolvida junto com a

equação da continuidade (2.13). Em particular, o sistema







ρ
[

∂u
∂t

+ (u · ∇)u
]

= div[−pI + 2µe(∇u)] + ρf

div u = 0,
(2.36)

descreve matematicamente o fluxo de um fluido newtoniano e incompressível.

No caso do fluxo ser estacionário, isto é,
∂u

∂t
= 0 , o sistema toma a forma

{

ρ(u · ∇)u = div[−pI + 2µe(∇u)] + ρf

div u = 0.
(2.37)



Capítulo 3

Formulação do modelo

O sistema estacionário de Navier-Stokes (2.37) pode ser colocado num domínio arbitrário do

espaço tridimensional. Neste capítulo, vamos trabalhar com o sistema em domínios específicos

cuja estrutura geométrica segue a abordagem sugerida por por Marušić e Marušić-Paloka em

[15]. O objectivo principal deste capítulo é formular o modelo matemático que descreve o fluxo

de um fluido newtoniano e incompressível num tubo fino de secção transversal variável.

3.1 Geometria do problema

Seja D um domínio Lipschitz de R
2 que representa um disco com raio variável r(x1) definido

por

D(x1) =

{

y ∈ R
2 : |y| =

√

y21 + y22 < r(x1)

}

.

Note que D é a projecção da secção transversal do que chamaremos tubo recto de comprimento

L definido por

Ω =
{

(x1, y) ∈ R
3 : 0 < x1 < L, y ∈ D(x1)

}

.

A fronteira de Ω consiste de duas partes disjuntas ΓD e ΓN , que representam a parede lateral

e as extremidades do tubo respectivamente,

∂Ω = ΓD ∪ ΓN , e ΓD ∩ ΓN = ∅,

onde

ΓD =
{

(x1, y) ∈ R
3 : 0 < x1 < L, y ∈ ∂D(x1)

}

,

ΓN =
{

(x1, y) ∈ R
3 : x1 ∈ {0, L} , y ∈ D(x1)

}

.

17
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Figura 3.1: Estrutura do domínio Ω

3.2 Análise dimensional

As equações de Navier-Stokes (2.37) estão expressas em termos de variáveis físicas e dependem

explicitamente de dois parâmetros constantes: a densidade e viscosidade do fluido. No entanto,

as equações não contêm parâmetros relacionados com a geometria do domínio e a velocidade

característica do fluido, que são essenciais para compreender a dinâmica do fluxo. Para incluir

tais parâmetros nas equações, é preciso realizar uma análise dimensional, isto é, colocar as

equações numa forma sem dimensões (adimensional).

Consideramos o tubo Ω definido na secção anterior como sendo o domínio ocupado pelo

fluido. Começamos por fazer uma lista de variáveis e identificamos suas dimensões através

das dimensões fundamentais: massa (M) , comprimento (L) e tempo (T ) e introduzimos as

quantidades:

• µ= viscosidade dinâmica do fluído [M · L−1 · T−1] ;

• ρ = densidade do fluido [M · L−3] ;

• G
def
= ||∇pb||∞ = max

x1∈(0,L)

∣

∣

∣

∣

pin − pout
L

∣

∣

∣

∣

norma do gradiente da pressão [M · L−2 · T−2] ,

onde pin e pout (ambas constantes) são os valores da pressão nas duas extremidades do tubo.

Como consideramos o fluxo através de um tudo longo, com velocidade constante U , a geometria

do domínio consiste de dois tipos de comprimento caraterístico a saber: L que é o comprimento

do tubo longo e o raio exterior da secção transversal do tubo definido por

R
def
= sup

0≤x1≤L
r(x1)
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Com estas quantidades fixadas, vamos determinar a velocidade característica U do problema.

Para tal, assumimos que

U = Gβ1 ·Rβ2 · µβ3 · ρβ4 , (3.1)

onde os expoentes β1 , β2 , β3 e β4 devem ser determinados. Escrevemos cada membro da

equação em termos das dimensões

M0 · L1 · T−1 = (M · L−2 · T−2)β1 · Lβ2 · (M · L−1 · T−1)β3 · (M · L−3)β4

M0 · L1 · T−1 = Mβ1+β3+β4 · L−2β1+β2−β3−3β4 · T−2β1−β3

Comparando as potências de M , L e T , obtemos o seguinte sistema de equações algébricas











β1 + β3 + β4 = 0

−2β1 + β2 − β3 − 3β4 = 1

−2β1 − β3 = −1.

Resolvendo este sistema, encontramos S = (λ + 1, 3λ + 2,−2λ − 1, λ) , onde λ ∈ R . Se

escolhermos λ = 0 , então S = (1, 2,−1, 0) . Deste modo, a velocidade característica fica

determinada por

U =
GR2

µ
=

||∇pb||∞R
2

µ
.

Vamos agora apresentar o chamado número de Reynolds que é definido por

Re =
ρUL

µ
=
ρLR2‖∇pb‖∞

µ2
. (3.2)

Da definição do número de Reynolds vemos que ele é adimensional e estabelece a relação entre as

forças inerciais e as forças de viscoscidade no fluido. Quando o número de Reynolds é pequeno,

os efeitos viscosos dominam e dizemos que o fluxo é laminar. Quando o número de Reynolds

é muito grande, os efeitos de inércia dominam e dizemos que o fluxo é turbulento. Para uma

abordagem detalhada sobre o regime do fluxo em função do número de Reynolds veja [20, Cap.

14 e 21].

3.2.1 Equações de Navier-Stokes na forma adimensional

Consideremos as seguintes variáveis sem dimensões:

x̂1 =
x1
L
, ŷ1 =

y1
L

e ŷ2 =
y2
L
,

e por escala, definimos o campo de velocidade e pressão sem dimensões

û(x̂1, ŷ1, ŷ2) =
u(x1, y1, y2)

U
e p̂(x̂1, ŷ1, ŷ2) =

p(x1, y1, y2)

P
,
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onde P é a pressão característica a ser definida. Aplicando estas mudanças de variáveis no

sistema (2.37) e assumindo que f = 0 , obtemos







ρU2

L
(û · ∇)û = 2µ

U

L2
div[e(∇û)]−

P

L
∇p̂ (3.3a)

div (û) = 0, (3.3b)
(3.3)

onde todos os operadores diferenciais estão definidos em termos das novas variáveis. Multipli-

cando a equação (3.3a) por
L2

µU
e escolhendo a pressão característica

P
def
=

R2‖∇pb‖

L
,

obtemos as equações de Navier-Stokes na forma adimensional

{

Re(û · ∇)û = −∇p̂+ 2div[e(∇û)]

div (û) = 0.
(3.4)

A presença do termo não linear (û · ∇)û na equação do momento do sistema estacionário

(3.4) dificulta muito o processo de resolução do problema na maioria das vezes, excepto para

fluxos mais simples. Acontece que em algumas situações de interesses práticos o termo não

linear, embora não identicamente igual a zero, pode ser negligenciado como uma aproximação

(veja [3], Cap. 4). Uma forma de obter essa aproximação é assumir que o número de Reynolds

é muito pequeno, isto é,

Re≪ 1,

para que os efeitos de inércia possam ser negligenciados quando comparados com os efeitos

viscosos. Nestas condições, obtemos o chamado Sistema de Stokes.

{

−∇p̂+ 2div [e(∇û)] = 0

div û = 0.
(3.5)

Notemos que o sistema de Stokes é uma linearização das equações de Navier-Stokes, então pode

ser resolvido por vários métodos.

3.2.2 Redimensionamento do sistema de Stokes

O objectivo deste trabalho é dentre outros desenvolver as ferramentas necessárias usando supo-

sições geométricas para simplificar o modelo (3.5) até onde podemos e resolvê-lo. Comecamos

por multiplicar todas as dimensões do disco de raio variável D(x1) por 1/L e definimos o

parâmetro ε como

ε
def
=
R

L
≪ 1,
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isto é, o parâmetro ε é o comprimento relativo da relação entre duas características do domínio

R e L . Desta definição, tendo em conta que ŷ = y/L , resulta que

|ŷ| < εh(x1),

onde h(x1)
def
= r(x1)/R . Donde sem perda de generalidade assumimos que R = 1 e definimos

a familia de discos Dε(x1) dependente de um pequeno parâmetro ε por

Dε(x1) =
{

x′ = (x2, x3) ∈ R
2 : |x′| =

√

x12 + x22 < εr(x1)
}

.

Definimos o domínio fino Ωε de espessura variável εh(x1) como

Ωε =
{

(x1, x
′) ∈ R

3 : 0 < x1 < L, x′ ∈ Dε(x1)
}

.

O domínio Ωε é chamado tubo fino de raio variável εr(x1) . A fronteira de Ωε consiste de duas

partes disjuntas Γε
D e Γε

N definidas por

Γε
D =

{

(x1, x
′) ∈ R

3 : 0 < x1 < L, x′ ∈ ∂Dε(x1)
}

,

Γε
N =

{

(x1, x
′) ∈ R

3 : x1 ∈ {0, L} , x′ ∈ Dε(x1)
}

.

Introduzindo parâmetro ε na expressão do número de Reynolds, e uma vez que ε é muito

pequeno e as quantidades ρ , L , µ e ‖∇pb‖∞ são fixadas, temos

ρL3ε2‖∇pb‖∞
µ2

≪ 1,

o que significa que o sistema de Stokes (3.5) é consistente no domínio fino Ωε . Adicionalmente,

eliminamos a notação de chapéu nas equações futuras expressando o sistema em termos de

variáveis físicas, e índice superior será adicionado às variáveis das equações para esclarecer a

dependência da solução em termos do parâmetro pequeno, ou seja,

{

div [−pεI + 2µe(∇uε)] = 0 em Ωε

div uε = 0 em Ωε.
(3.6)

Derivamos o modelo matemático que descreve o fluxo de um fluido incompressível em regime

laminar de duas maneiras. Primeiro, assumimos que os efeitos viscosos predominam sobre os

efeitos de inércia. Segundo, consideramos que a geometria do sistema é pequena. Portanto, um

fluxo em regime laminar é caracterizado por uma das seguintes propriedades: baixa velocidade,

alta viscosidade, baixa densidade ou geometria muito pequena.
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3.3 Condições de fronteira

A fim de resolver sistema de Stokes (3.6) ou o sistema de Navier-Stokes (2.37) e obter uma

solução única é preciso impor algumas condições adequadas na fronteira do domínio ocupado

pelo fluido. Um sistema de equações diferenciais junto com um conjunto de condições de

fronteira é chamado problema de valor de fronteira (PVF). Existem vários tipos de condições

de fronteira que podemos associar ao sistema Stokes e sistema de Navier-Stokes (veja [2], [7],

[14]).

Nesta pesquisa, a fronteira está dividida em duas partes disjuntas ΓD (fronteira de Dirichlet)

e ΓN (fronteira de Neumann). Focamo-nos em fluxos impulsionados por pressão, ou seja,

assume-se que o fluxo satisfaz a condição de tensão normal na fronteira ΓN juntamente com a

condição homogénea de Dirichlet na fronteira lateral ΓD . Mais precisamente, são impostas as

seguintes condições de fronteira:

u = 0 sobre ΓD (3.7a)

[−pI + 2µe(∇u)]n̂ = −pbn̂ sobre ΓN , (3.7b)

onde n̂ denota o vector normal unitário exterior da fronteira e pb é a pressão externa aplicada

sobre a superfície ΓN .

A condição (3.7a) significa que as partículas do fluido em contacto com a parede sólida pos-

suem velocidade nula. Esta condição é chamada condição de não deslizamento e foi observada

empiricamente, pela primeira vez, por Stokes na interface de superfície e líquido.



Capítulo 4

Método de expansão assimptótica

No capítulo anterior definimos de forma precisa o domínio fino Ωε , formulamos o modelo que

descreve o fluxo estacionário de um fluido newtoniano incompressível na ausência de forças de

corpo e descrevemos dois tipos de condições de fronteira que caracterizam o comportamento

do fluxo na superfície lateral e nas extremidades do tubo. Neste capítulo, investigamos a

solvabilidade do sistema estacionário de Stokes no domínio limitado Ωε com condições de

fronteira mistas.

4.1 Fluxo de Stokes no domínio fino

Em Ωε consideramos o seguinte problema de fronteira



























−∇pε + 2µ div(e(∇uε)) = 0 em Ωε

div uε = 0 em Ωε

(

−pεI + 2µ e(∇uε)
)

n̂ = −pbn̂ sobre Γε
N

uε = 0 sobre Γε
D,

(4.1)

onde as funções desconhecidas uε = (uε1, u
ε
2, u

ε
3) e pε representam o campo de velocidade e

a pressão do fluido, respectivamente, µ é uma constante positiva que denota a viscosidade

do fluido, n̂ é o vector normal unitário exterior a ∂Ωε e e(∇uε) denota a parte simétrica do

gradiente da velocidade, ou seja,

e(∇uε) =
1

2

(

∇uε + (∇uε)T
)

.

Em outras palavras, (4.1) é o sistema de Stokes que modela o fluxo de um fluído newtoniano

incompressível no tubo fino Ωε impulsionado por uma pressão externa pb = pb(x1) que é

aplicada nas extremidades do tubo.

23
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4.2 Expansão assimptótica

Assumimos que a solução do problema (4.1) admite expansões assimptóticas das formas

uε(x) =
∞
∑

k=0

εk+2uk(x1, x
′/ε) e pε(x) =

∞
∑

k=0

εkpk(x1, x
′/ε), (4.2)

onde uk(x1, x′/ε) e pk(x1, x′/ε) são funções desconhecidas. u0 e p0 denominam-se termos prin-

cipais da expansões assimptóticas. Utilizamos a notação com índice superior ε , uε(x1, x′) e

pε(x1, x
′) , para indicar que as funções estão definidas em Ωε e a notação sem ε como índice

superior, pk(x1, x′/ε) e uk(x1, x′/ε) , para indicar que as funções estão definidas em Ω . Observa-

mos que as funções pk e uk são definidas por meio da mudança de variável (x1, x′) → (x1, x
′/ε) .

Denotando x′

ε
=
(

x2

ε
, x3

ε

)

por y = (y1, y2) , então uk = uk(x1, y) e pk = pk(x1, y) .

A ideia principal do método de expansão assimptótica consiste em inserir as expansões

assimptóticas (4.2) no problema de valor de fronteira (4.1) e depois recolher os termos de

mesma ordem das potências sucessivas de ε . Para implementar este método, começamos por

definir os seguintes operadores diferenciais:

∇x1
=

(

∂

∂x1
, 0, 0

)

, ∇y =

(

0,
∂

∂y1
,
∂

∂y2

)

,

divx1
=

∂

∂x1
, divy =

∂

∂y1
+

∂

∂y2
, ∆y =

∂2

∂y21
+

∂2

∂y22
.

Definimos ainda os operadores e(∇x1
v) e e(∇yv) como segue:

e(∇x1
v) =

1

2

(

∇x1
v + (∇x1

v)T
)

) =
1

2











2 ∂v1
∂x1

∂v2
∂x1

∂v3
∂x1

∂v2
∂x1

0 0

∂v3
∂x1

0 0











e

e(∇yv) =
1

2

(

∇yv + (∇yv)
T
)

) =
1

2











0 ∂v1
∂y1

∂v1
∂y2

∂v1
∂y1

2∂v2
∂y1

∂v2
∂y2

+ ∂v3
∂y1

∂v1
∂y2

∂v2
∂y2

+ ∂v3
∂y1

2∂v3
∂y2











,

onde v = (v1, v2, v3) .
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Substituindo as expansões (4.2) na equação do momento, obtemos:

−ε−1∇yp
0 −

∞
∑

k=0

εk(∇x1
pk +∇yp

k+1)

+2µ divy

{

ε0e(∇yu
0) +

∞
∑

k=0

εk+1
(

e(∇x1
uk) + e(∇yu

k+1)
)

}

+2µ divx1

{

ε1e(∇yu
0) +

∞
∑

k=0

εk+2
(

e(∇x1
uk) + e(∇yu

k+1)
)

}

= 0, (4.3)

Da equação do momento (4.3), podemos extrair

ε−1 : −∇yp
0 = 0 (4.4a)

ε0 : −∇x1
p0 −∇yp

1 + 2µ divy(e(∇yu
0)) = 0 (4.4b)

A equação de continuidade pode ser expressa na forma

ε1 divy u
0 +

∞
∑

k=0

εk+2

(

∂uk

∂x1
+ divy u

k+1

)

= 0 em Ω. (4.5)

Desta equação, podemos extrair

ε1 : divy u
0 = 0 (4.6a)

ε2 :
∂u01
∂x1

+ divy u
1 = 0 (4.6b)

ε3 :
∂u11
∂x1

+ divy u
2 = 0 (4.6c)

Para as condições de fronteira, notemos primeiro que a condição de Dirichlet nos dá

uk = 0 em ΓD, para todo k ≥ 0. (4.7)

Para a condição de Neumann, temos

ε0(pb − p0)n̂ + ε1
(

−p1I + 2µe(∇yu
0)
)

n̂

+
∞
∑

k=0

εk+2
{

−pk+2I + 2µ
(

e(∇x1
uk) + e(∇yu

k+1)
)}

n̂ = 0. (4.8)
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Desta forma, as condições de fronteira nos dão as seguintes equações

ε0 : p0n̂ = pbn̂ sobre ΓN (4.9a)

ε1 : [−p1I + 2µe(∇yu
0)]n̂ = 0 sobre ΓN (4.9b)

ε2 : [−p2I + 2µ
(

e(∇yu
1) + e(∇x1

u0)
)

]n̂ = 0 sobre ΓN (4.9c)

ε0 : u0 = 0 sobre ΓD (4.9d)

4.3 Análise das equações

O objectivo desta secção é caracterizar os termos de ordem zero nas expressões da velocidade

e pressão, analisando as equações (4.3) e (4.5) juntamente com as condições de fronteira.

4.3.1 Equação do momento

Notemos primeiro que a equação (4.4a) nos dá

p0 = p0(x1), x1 ∈ (0, L). (4.10)

Isto significa que a variação da pressão, até a aproximação de ordem zero, ao longo do tubo

depende apenas dos pontos x1 da linha média do tubo recto e não depende dos pontos (y1, y2)

da secção transversal do tubo. Adicionando a condição de fronteira (4.9a), obtemos

{

p0 = p(x1), x1 ∈ (0, L)

p(x1) = pb(x1), x1 ∈ {0, L}.
(4.11)

Agora, vamos analisar a equação do momento (4.4b) e a condição de fronteira (4.9b). Temos

que

2µ divy(eyu
0) = µ

(

divy(∇yu
0) + divy((∇

0
u)

T )
)

= µ(∆yu
0 +∇y(divy u

0)) = µ∆u0,

devido a equação de continuidade (4.6a). Desta forma, a equação do momento (4.4b) fica

−∇x1
p0 −∇yp

1 + µ∆yu
0 = 0 em Ω, (4.12)

que pode ser expressa na forma

−











∂p0

∂x1
0

0











−















0
∂p1

∂y1
∂p1

∂y2















+ µ











∆yu
0
1

∆yu
0
2

∆yu
0
3











=











0

0

0











,
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que decompõe-se no seguinte sistema



































−
∂p0

∂x1
+ µ∆yu

0
1 = 0 em Ω

−
∂p1

∂y1
+ µ∆yu

0
2 = 0 em Ω

−
∂p1

∂y2
+ µ∆yu

0
3 = 0 em Ω.

(4.13)

Seja (0, u0α)
def
= (0, u02, u

0
3) . Usando esta notação, reescrevemos a segunda e a terceira equação

do sistema (4.13) como

−∇yp
1 + µ∆y(0, u

0
α) = 0. (4.14)

Multiplicando esta equação por (0, u0α) e integrando em Ω , obtemos:

∫

Ω

[

−∇yp
1 · (0, u0α) + µu02∆yu

0
2 + µu03∆yu

0
3

]

dx1dy = 0.

Aplicando a fórmula de integração por partes, obtemos

∫

Ω

[

−p1 divy u
0 + µ|∇yu

0
2|

2 + µ|∇yu
0
3|

2
]

dx1dy = 0.

Usando a equação de continuidade (4.6a), deduzimos que

∫

Ω

(

|∇yu
0
2|

2 + |∇yu
0
3|

2
)

dx1dy = 0. (4.15)

Esta condição implica que

∇yu
0
2 = 0, ∇yu

0
3 = 0 em Ω. (4.16)

Em virtude da condição de Dirichlet, resulta que

u02 = 0, u03 = 0 em Ω.

Logo, o sistema (4.13) assume a forma











−
∂p0

∂x1
+ µ∆yu

0
1 = 0 em Ω

−∇yp
1 = 0 em Ω.

(4.17)

Para decompor a condição de tensão (4.9b), vamos utilizar a propriedade geométrica de ΓN .
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Como u02 = u03 = 0 em Ω , segue que a condição de fronteira (4.9b) é equivalente à

p1n̂ = µ

















0
∂u01
∂y1

∂u01
∂y2

∂u01
∂y1

0 0

∂u01
∂y2

0 0

















n̂ sobre ΓN .

O vector normal de ΓN é da forma







±1

0

0






, então

p1 = 0 sobre ΓN (4.18a)

∇yu
0
1 = 0 sobre ΓN . (4.18b)

A segunda equação do sistema (4.17) estabelece que

p1 = p1(x1), x1 ∈ (0, L), (4.19)

como em (4.10) significa que a variação da pressão, até a aproximação de ordem um, ao longo

do tubo depende apenas dos pontos x1 da linha média do tubo recto e não depende dos pontos

(y1, y2) da secção transversal do tubo. Deste modo, a condição de fronteira (4.18a) torna-se

p1 = 0, x1 ∈ {0, L}. (4.20)

4.3.2 Conservação do volume

Para dar uma caracterização relativamente à incompressibilidade do fluxo, vamos analisar a

equação (4.5).

Agora, tomemos uma função escalar φ = φ(x1) continuamente diferenciável em Ω , tal que

φ(0) = φ(L) = 0 . Multiplicando a equação de continuidade (4.6b) pela função φ e tomando o

integral sobre Ω , obtemos
∫

Ω

φ

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

dx = 0. (4.21)

Note que

div(φ(u01, u
1
2, u

1
3)) = u01

∂φ

∂x1
+ φ

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

.

Logo, a equação (4.21) pode ser escrita na forma

∫

Ω

div(φ(u01, u
1
2, u

1
3))dx−

∫

Ω

u01
∂φ

∂x1
dx = 0.
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Em virtude do teorema de divergência, temos

∫

ΓD

φ(u01, u
1
2, u

1
3) · n̂dS +

∫

ΓN

φ(u01, u
1
2, u

1
3) · n̂dS −

∫

Ω

u01
∂φ

∂x1
dx = 0. (4.22)

Como (u01, u
1
2, u

1
3) = 0 em ΓD por (4.7) e φ = 0 em {0, L} , os integrais de superfície que

aparecem no primeiro membro da equação (4.22) são iguais a zero. Logo,

−

∫

Ω

u01(x1, y)
∂φ

∂x1
dx = −

∫

(0,L)

∂φ

∂x1

(∫

D(x1)

u01(x1, y)dy

)

dx1 = 0.

Pela fórmula de integração por partes, resulta

∫

(0,L)

φ(x1)
∂

∂x1

(∫

D(x1)

u01(x1, y)dy

)

dx1 = 0. (4.23)

Uma vez que esta relação é válida para qualquer função continuamente diferenciável φ(x1) ,

concluímos que a condição de incompressibilidade para o termo de ordem zero da velocidade

u0 é satisfeita se
∂

∂x1

(∫

D(x1)

u01(x1, y)dy

)

= 0, x1 ∈ (0, L). (4.24)

Para completar a caracterização dos termos u0 e p0 nas expansões assimptóticas da veloci-

dade e pressão (4.2, precisamos analisar a solvabilidade da primeira equação em (4.17) com uma

condição de fronteira adequada para deduzir a lei de Poisuille unidimensional, isto é, a veloci-

dade e a pressão são relacionadas por uma dependência linear. Além disso, usando a condição

(4.24) obtemos a equação que caracteriza o termo de ordem zero da pressão, a chamada equação

unidimnensional de Reynolds. Para tal, precisamos introduzir a noção de permeabilidade que

são funções que dependem da geometria do domínio.

4.4 Função permeabilidade

Permeabilidade é uma propriedade que caracteriza a capacidade de um meio transportar um

fluido. Este conceito provém do estudo de problemas em meios porosos e desempenha um papel

importante no controlo da taxa de fluxo através da secção transversal do tubo. Nesta secção,

definimos a função permeabilidade do nosso domínio.

Definição 4.4.1 ([12, p. 5]) A solução ψ do problema de valor de fronteira

{

−∆yψ = 1 em Ω

ψ = 0 sobre ΓD

(4.25)

é chamada função permeabilidade do domínio Ω. Isto é, para cada x1 ∈ (0, L) , ψ(x1, ·) é
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solução do problema
{

−∆yψ(x1, ·) = 1 em D(x1)

ψ(x1, ·) = 0 sobre ∂D(x1).
(4.26)

Definição 4.4.2 ([12, p. 5]) A permeabilidade do domínio D(x1) é definida como

λ(x1) =

∫

D(x1)

ψ(x1, y)dy (x1 ∈ (0, L)). (4.27)

Nosso objectivo é resolver o problema (4.25) que é equivalente ao problema (4.26) colocado no

disco D(x1) . Portanto é conveniente fazermos a mudanca de coordenadas cartesianas para o

sistema de coordenadas polares como se segue:

(y1, y2) = (s cos θ, s sin θ), (s, θ) =

(

√

y21 + y22, arcsin

(

y2
√

y21 + y22

))

. (4.28)

O domínio D(x1) em coordendas polares fica expresso por

D = {(s, θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ s < r(x1)} .

Vamos agora definir o operador de Laplace ∆y em termos de coordenadas polares. De acordo

com a regra de cadeia, temos















∂

∂y1
=

∂s

∂y1

∂

∂s
+

∂θ

∂y1

∂

∂θ

∂

∂y2
=

∂s

∂y2

∂

∂s
+

∂θ

∂y2

∂

∂θ

(4.29)

Notemos que
∂s

∂y1
= cos θ,

∂s

∂y2
= sin θ,

∂θ

∂y1
= −

sin θ

s
,

∂θ

∂y2
=

cos θ

s
.

Substituindo estas relações em (4.29), obtemos















∂

∂y1
= cos θ

∂

∂s
−

sin θ

s

∂

∂θ

∂

∂y2
= sin θ

∂

∂s
+

cos θ

s

∂

∂θ

Mais uma vez, aplicando a regra de cadeia, obtemos:

∂2

∂y21
=

(

∂s

∂y1

)2
∂

∂s2
+ 2

∂s

∂y1

∂θ

∂y1

∂2

∂s∂θ
+

(

∂θ

∂y21

)2
∂2

∂θ2
+
∂2s

∂y21

∂

∂s
+
∂2θ

∂y21

∂

∂θ
(4.30a)

∂2

∂y22
=

(

∂s

∂y2

)2
∂

∂s2
+ 2

∂s

∂y2

∂θ

∂y2

∂2

∂s∂θ
+

(

∂θ

∂y22

)2
∂2

∂θ2
+
∂2s

∂y22

∂

∂s
+
∂2θ

∂y22

∂

∂θ
(4.30b)
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Calculando as derivadas parciais puras de segunda ordem das funções s e θ , obtemos:

∂2s

∂y21
=

1

s
sin2 θ,

∂2s

∂y22
=

1

s
cos2 θ

∂2θ

∂y21
=

1

s2
sin 2θ,

∂2θ

∂y22
= −

1

s2
sin 2θ

Logo,

∂2

∂y21
= cos2 θ

∂2

∂s2
−

sin 2θ

s

∂2

∂s∂θ
+

sin2 θ

s2
∂2

∂θ2
+

sin2 θ

s

∂

∂s
+

sin 2θ

s2
∂

∂θ
(4.31a)

∂2

∂y22
= sin2 θ

∂2

∂s2
+

sin 2θ

s

∂2

∂s∂θ
+

cos2 θ

s2
∂2

∂θ2
+

cos2 θ

s

∂

∂s
−

sin 2θ

s2
∂

∂θ
(4.31b)

Adicionando (4.31a) e (4.31b) ordenadamente, obtemos a expressão do operador de Laplace em

coordenadas polares

∆y =
∂2

∂s2
+

1

s

∂

∂s
+

1

s2
∂2

∂θ2
.

Lema 4.4.1 De acordo com a nossa geometria, a permeabilidade ψ e a permeabilidade do

dominio λ sao dadas por

ψ(x1, y) =
r2(x1)− |y|2

4
, (4.32a)

λ(x1) =
πr4(x1)

8
. (4.32b)

Demonstração. Assumindo que a função permeabilidade ψ depende apenas da variável radial

s =
√

y21 + y22 , o problema de fronteira (4.26) pode ser escrito como:







−
∂2ψ

∂s2
−

1

s

∂ψ

∂s
= 1, se 0 ≤ s < r(x1)

ψ = 0, se s = r(x1).
(4.33)

Seja w(s) =
∂ψ

∂s
. Então, a equação −

∂2ψ

∂s2
−

1

s

∂ψ

∂s
= 1 pode ser escrita como

dw

ds
+

1

s
w = −1.

Resolvendo esta equação pelo método de factor integrante, obtemos a seguinte solução geral

w(s) = −
s

2
+
c1
s
.
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Daqui segue que

ψ(s) = −
s2

4
+ c1 ln s+ c2,

onde c1 e c2 são constantes de integração. Para evitar a singularidade no ponto s = 0 ,

escolhemos c1 = 0 . Deste modo, a função permeabilidade assume a forma

ψ(s) = −
1

4
s2 + c2.

Para determinar a constante c2 , vamos utilizar a condição de fronteira. Com efeito,

ψ(s)|s=r(x1) = 0 ⇒ c2 =
1

4
r2(x1).

Assim,

ψ(s) =
1

4
(r2(x1)− s2),

Voltanto às coordendas cartesianas, a função permeabilidade fica expressa por

ψ(x1, y) =
r2(x1)− |y|2

4
, (4.34)

A permeabilidade do domínio D(x1) é dada por

λ(x1) =

∫

D(x1)

ψ(x1, y)dy =
1

4

∫ 2π

0

dθ

∫ r(x1)

0

(r2(x1)− s2)sds =
πr4(x1)

8
. �

4.5 Lei de Poiseuille e equação de Reynolds

Nesta secção, apresentamos um dos resultados principais desta pesquisa, que é a derivação de

uma forma generalizada da lei de Poiseuille.

Teorema 4.5.1 Seja (uε, pε) a solução do problema de Stokes (4.1) com as expansões assimptó-

ticas (4.2). Então, a primeira componente do termo de ordem zero da velocidade u0 = (u01, 0, 0)

é

u01(x1, y) = −
1

4µ

(

r2(x1)− |y|2
) ∂p0

∂x1
(x1) (4.35)

e o termo de ordem zero da pressão é determinado unicamente pela seguinte equação unidimen-

sional de Reynolds






∂

∂x1

(

r4(x1)
∂p0

∂x1

)

= 0 x1 ∈ (0, L)

p0 = pb, x1 ∈ {0, L}.
(4.36)

Adicionalmente, os termos de ordem zero da pressão p0 e velocidade u01 são definidos ex-

plicitamente por

p0(x1) =
pb(L)− pb(0)
∫ L

0
r4(ξ)dξ

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ + pb(0), (4.37)
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u01(x1, y) = −
1

4µ

(

r2(x1)− |y|2

r4(x1)

)

pb(L)− pb(0)
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(4.38)

Demonstração. Como p0 = p0(x1) por (4.10), então a equação do momento (4.17) pode ser

expressa na forma
{

−∆yu
0
1(x1, ·) = η(x1) em D(x1)

u01(x1, ·) = 0 sobre ∂D(x1),
(4.39)

onde x1 ∈ (0, L) é um parâmetro e η(x1)
def
= − 1

µ
∂p0

∂x1

(x1) pode ser considerada como uma

constante real. Multiplicando a equação

−∆yψ(x1, ·) = 1

pela constante η(x1) , obtemos

−∆y(η(x1)ψ(x1, ·)) = η(x1). (4.40)

Esta equação mostra que η(x1)ψ(x1, y) , onde ψ é a solução de (4.25), é solução do problema

(4.39). Deste modo,

u01(x1, y) = η(x1)ψ(x1, y).

Desta equação e de (4.34), obtemos

u01(x1, y) = −
1

4µ

(

r2(x1)− |y|2
) ∂p0

∂x1
(x1). (4.41)

De seguida, inserindo (4.41) na condição de incompressibilidade (4.24) e impondo a condição

de fronteira de tensão normal, obtemos a equação unidimesional de Reynolds (4.36).

Integrando a equação de Reynold, obtemos

p0(x1) = a1

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ + a2, (4.42)

onde a1 e a2 são constantes. Utilizando as condições de fronteira

{

p0(0) = pb(0)

p0(L) = pb(L),

obtemos

a2 = pb(0) e a1 =
pb(L)− pb(0)
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

.

Substituindo os valores das constantes a1 e a2 na equação (4.42), obtemos

p0(x1) =
pb(L)− pb(0)
∫ L

0
r4(ξ)dξ

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ + pb(0). (4.43)
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Derivando (4.43) em relação a x1 e substituindo o resultado na expressão (4.41), obtemos

(4.38). �

Observação 4.5.1 De (4.38) vemos que u01 não satisfaz a condição de fronteira (4.18b) pon-

tualmente em ΓN . Isto parece ser uma contradição. No entanto, a condição de fronteira é

satisfeita num sentido médio, isto é,

1

|ΓN |

∫

ΓN

∇yu
0
1dS = 0.

Observação 4.5.2 Notemos que todas as componentes da velocidade u0 são iguais a zero na

superfície lateral do tubo, mas o divergente do campo de velocidade não é nulo. Isto significa

que a aproximação de ordem zero satisfaz a condição de não deslizamento mas não conserva o

volume. Então, é preciso fazer uma correcção de modo a obter uma aproximação que conserve

o volume.



Capítulo 5

Problema aproximado

Nosso objetivo neste capítulo é construir uma solução aproximada para o problema original

(4.1). A ideia geral é que quanto mais termos da expansão assimptótica forem incluídos na

aproximação, ela se torna mais precisa. Assim, faz sentido calcular os termos de primeira ordem

e, possivelmente, também os de segunda ordem nas expansões da velocidade e da pressão.

5.1 Termos complementares

Nesta secção, determinamos o termo de ordem um da velocidade de modo a obter uma veloci-

dade que seja consistente com a conservação do volume. Além disso, determinamos mais dois

termos da pressão p1 e p2 para obter uma melhor aproximação que será construída na secção

5.2 . Para tal, começamos por extrair a equação do momento correspondente aos termos de ε1 :

−∇x1
p1 −∇yp

2 + 2µ
{

divy
(

e(∇x1
u0) + e(∇yu

1)
)

+ divx1
e(∇yu

0)
}

= 0 em Ω (5.1)

e adicionamos a condição de Dirichlet para o termo de ordem um da velocidade

u1 = 0 sobre ΓD. (5.2)

Similarmente à análise da equação do momento (4.4b), efectuamos alguns cálculos para simpli-

ficar o primeiro membro da equação (5.1). Notemos que

divy
(

e(∇x1
u0) + e(∇yu

1)
)

= divy(e(∇x1
u0)) +

1

2

(

∆yu
1 +∇y(divy u

1)
)

.

35
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Da definição de e(∇x1
u0) e e(∇yu

0) e tomando em conta que u0 = (u01, 0, 0) , segue que

e(∇x1
u0) =











∂u01
∂x1

0 0

0 0 0

0 0 0











e e(∇yu
0) =

1

2

















0
∂u01
∂y1

∂u0

∂y2
∂u01
∂y1

0 0

∂u01
∂y2

0 0

















,

de onde resulta

divy(e(∇x1
u0)) = 0

divx1
(e(∇yu

0)) =
1

2



















0

∂

∂x1

(

∂u0

∂y1

)

∂

∂x1

(

∂u0

∂y2

)



















=
1

2



















0

∂

∂y1

(

∂u0

∂x1

)

∂

∂y2

(

∂u0

∂x1

)



















=
1

2
∇y

(

∂u0

∂x1

)

.

Assim, a equação do momento (5.1) é transformada em

−∇x1
p1 −∇yp

2 + µ∆yu
1 + µ∇y

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

= 0,

que devido a equação de continuidade (4.6b) reduz-se em

−∇x1
p1 −∇yp

2 + µ∆yu
1 = 0.

Esta equação decompõe-se no seguinte sistema































−
∂p1

∂x1
+ µ∆yu

1
1 = 0 em Ω

−
∂p2

∂y1
+ µ∆yu

1
2 = 0 em Ω

−
∂p2

∂y2
+ µ∆yu

1
3 = 0 em Ω.

(5.3)

Antes começar com a análise da solvabilidade deste sistema, vamos estabelecer a condição que

garante a conservação de volume para o termo de ordem 1 da velocidade. Integrando a equação

de continuidade (4.6c) em Ω e usando argumentos simlares aos da dedução da condição de

incompressibilidade para o termo da velocidade de ordem zero, obtemos

∂

∂x1

(∫

D(x1)

u11(x1, y)dy

)

= 0, x1 ∈ (0, L). (5.4)

Agora, voltemos ao sistema (5.3). Adicionando a primeira equação do sistema (5.3) a condição



5.1. TERMOS COMPLEMENTARES 37

de Dirichlet (5.2), obtemos











−
∂p1

∂x1
+ µ∆yu

1
1 = 0 em Ω

u11 = 0 sobre ΓD.

(5.5)

A função p1 não depende da variável y (equação (4.19) ) , então esta equação pode ser expressa

na forma
{

−∆yu
1
1(x1, ·) = η(x1) em D(x1)

u11(x1, ·) = 0 sobre ∂D(x1),
(5.6)

onde x1 ∈ (0, L) é um parâmetro e η(x1)
def
= − 1

µ
∂p1

∂x1

(x1) . De modo similar ao cálculo da primeira

componente de u0 , obtemos

u11(x1, y) = −
1

4µ

(

r2(x1)− |y|2
) ∂p1

∂x1
(x1). (5.7)

Substituindo esta relação na condição (5.4) e impondo a condição de fronteira (4.20), obtemos

o seguinte problema de fronteira







∂

∂x1

(

r4(x1)
∂p1

∂x1

)

= 0 x1 ∈ (0, L)

p1 = 0, x1 ∈ {0, L}.
(5.8)

Resolvendo esta equação, encontramos

p1(x1) ≡ 0 em [0, L]. (5.9)

Desta relação e de (5.5) segue que

u11 = 0 em Ω. (5.10)

Deste modo, o termo de ordem um da velocidade é da forma

u1 = (0, u12, u
1
3). (5.11)

Para determinar as componentes u12 e u13 devemos resolver a segunda e terceira equação do

sistema (5.3) com a condição de Dirichlet (5.2) e tomando em conta a equação de continuidade

(4.6c), ou seja, devemos resolver o seguinte problema de Stokes































−∇y1p
2 + µ∆y(0, u

1
α) = 0 em Ω

divy u
1 = −

∂u01
∂x1

em Ω

u1 = 0 sobre ΓD.

(5.12)
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Este problema não é homogéneo, então o cálculo da sua solução é mais exigente em relação ao

cálculo da solução do problema homogéneo, o que nos dá uma oportunidade para investigar

outras ferramentas de análise de solvabilidade.

Vamos agora enunciar um resultado de [30, Teorema 2.4] que estabelece uma condição de

existência e unicidade de solução do problema de Stokes não homogéneo.

Teorema 5.1.1 Seja Ω um conjunto aberto e limitado da classe C2 em R
n . Sejam dadas as

funções f ∈ H−1(Ω), g ∈ L2(Ω), ϕ ∈ H1/2(∂Ω), tais que

∫

Ω

gdx =

∫

∂Ω

ϕ · ndS. (5.13)

Então existe uma solução u ∈ H1(Ω), p ∈ L2(Ω) do problema de Stokes não homogéneo



















−µ∆u+∇p = f em Ω

div u = g em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω,

(5.14)

u é única e p é única até a adição de uma constante.

Este Teorema funciona como base para a resolução do problema de Stokes não homogéneo,

veja por exemplo [30, Proposição 2.3] . A ideia principal consiste em considerar subproblemas

que podem ser resolvidos por técnicas sobejamente conhecidas, em particular, o teorema nos

permite determinar explicitamente os termos u12 , u
1
3 e p2 no seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 Seja (uε, pε) a solução do problema de Stokes (4.1) com as expansões assimp-

tóticas (4.2). Então:

1. As componentes u12 e u13 do termo de ordem um da velocidade são dadas por

u12 = −
pb(L)− pb(0)

4µ
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(

r2(x1)− y21 − y22
r5(x1)

)

y1
dr

dx1
(x1) (5.15a)

u13 = −
pb(L)− pb(0)

4µ
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(

r2(x1)− y21 − y22
r5(x1)

)

y2
dr

dx1
(x1) (5.15b)

2. O termo de ordem dois da pressão p2 é dado por

p2(x1, y) = −
pb(L)− pb(0)

4
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(

2

r3(x1)
−

4(y21 + y22)

r5(x1)

)

dr

dx1
(x1) + c(x1), (5.16)

onde

c(x1) = a1

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ +
pb(L)− pb(0)

3
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

∫ x1

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ,
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com

a1 = −

[pb(L)− pb(0)]

∫ L

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ

3

[∫ L

0

r−4(ξ)dξ

]2 .

Demonstração. O problema (5.12) não depende de alguma derivada das funções u12 , u
1
3 e p2

em relação à x1 . Então, podemos considerar x1 ∈]0, L[ como um parâmetro e trabalhar com o

problema no disco D(x1) :































∆y(0, u
1
α) =

1

µ
∇yp

2 em D(x1)

divy u
1 = −

∂u01
∂x1

def
= g em D(x1)

u1 = 0 sobre ∂D(x1).

(5.17)

Primeiro, mostremos que problema satisfaz a condição de compatibilidade (5.13). Do Teorema

4.5.1 temos que

u01 = β

(

1

r2(x1)
−
y21 + y22
r4(x1)

)

, onde β
def
= −

pb(L)− pb(0)

4µ
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

.

Além disso,

g = −
∂u01
∂x1

= β

(

2

r3(x1)
−

4(y21 + y22)

r5(x1)

)

dr

dx1
(x1) e ϕ = 0.

Assim,

∫

D

gdy = β
dr

dx1
(x1)

∫

D

(

2

r3(x1)
−

4(y21 + y22)

r5(x1)

)

dy

= β
dr

dx1
(x1)

∫ 2π

0

dθ

∫ r(x1)

0

(

2

r3(x1)
−

4s2

r5(x1)

)

sds

= 2βπ
dr

dx1
(x1)

(

s2

r3(x1)
−

s4

r5(x1)

)

∣

∣

∣

s=r(x1)

s=0
= 0,

o que mostra que o problema (5.17) satisfaz a condição de compatibilidade. Então, pelo Teorema

5.1.1 o problema admite uma solução (u1α, p
2) tal que u1α é única e p2 é única até a adição de

uma função que depende apenas de x1 . A determinação da solução do problema será feita em

três etapas.

Passo 1. Primeiro problema auxiliar. Consideremos o seguinte problema de Neumann











∆yΨ = g em D(x1)

∂Ψ

∂n
= 0 sobre ∂D(x1),

(5.18)
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que admite uma única solução até a adição de uma função arbitrária de x1 uma vez que a

condição de compatibilidade é satisfeita:

∫

D(x1)

gdy = 0.

Para resolver o problema (5.18), vamos aplicar mais uma vez a mudança de variável (4.28).

Começamos por transformar a condição de fronteira:

∂Ψ

∂n
= ∇yΨ · n =

(

0,
∂Ψ

∂y1
,
∂Ψ

∂y2

)

· (0, cos θ, sin θ)

= cos θ
∂Ψ

∂y1
+ sin θ

∂Ψ

∂y2
= 0.

Utilizando as relações

∂

∂y1
= cos θ

∂

∂s
−

sin θ

s

∂

∂θ
,

∂

∂y2
= cos θ

∂

∂s
+

sin θ

s

∂

∂θ
,

obtemos
∂Ψ

∂n
=
∂Ψ

∂s
= 0 sobre ∂D(x1).

Assumindo que a função Ψ depende apenas da variável radial s e tendo em conta a definição

da função g , o problema (5.18) pode ser escrito como segue















∂2Ψ

∂s2
+

1

s

∂Ψ

∂s
= β

(

2

r3(x1)
−

4s2

r5(x1)

)

dr

dx1
(x1), se 0 ≤ s < r(x1)

∂Ψ

∂s
= 0, se s = r(x1).

(5.19)

Utilizando o método do factor integrante, pode-se mostrar que a solução geral da equação de

Poisson é

ψ(x1, s) =
β

4

(

2

r3(x1)
−

s2

r5(x1)

)

s2
dr

dx1
(x1) + b1(x1) ln s+ b2(x1),

onde b1 e b2 são as constantes de integração. A função f(s) = ln s tem singularidade no ponto

s = 0 , então b1 = 0 . Logo,

Ψ(x1, s) =
β

4

(

2

r3(x1)
−

s2

r5(x1)

)

s2
dr

dx1
(x1) + b2(x1). (5.20)

Note que
[

∂ψ

∂s

]

s=r(x1)

= β

[(

s

r3(x1)
−

s3

r3(x1)

)

dr

dx1
(x1)

]

s=r(x1)

= 0,

isto mostra que a condição de fronteira é verificada. Deste modo, a relação (5.20) expressa

a solução do problema (5.19). Novamente, usando a mudança de variável (4.28) obtemos a
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expressão da função ψ em termos de coordenadas cartesianas

Ψ(x1, y) =
β

4

(

2

r3(x1)
−
y21 + y22
r5(x1)

)

(y21 + y22)
dr

dx1
(x1) + a3(x1). (5.21)

Passo 2. Segundo problema auxiliar. Definamos o campo vectorial V como segue

V
def
= (0, u12, u

1
3)−∇yΨ.

De (5.17) e (5.18) segue que

{

∆yV = ∆y(0, u
1
2, u

1
3)−∆y(∇yΨ) = 1

µ
∇yp

2 −∇yg

divy V = divy u
1 −∆yΨ = g − g = 0.

(5.22)

Em seguida, procuramos determinar a condição de fronteira satisfeita por V. Seja t̂ o vector

tangente unitário em qualquer ponto da circunferência ∂D(x1) , ou seja, t̂ = (0,− sin θ, cos θ) .

Então, de (5.22), (5.17) e (5.18) segue que a função V satisfaz:















V · n̂ = 0 sobre ∂D(x1)

V · t̂ = −∇yΨ · t̂ = −
1

r(x1)

∂Ψ

∂θ
= 0 sobre ∂D(x1).

(5.23)

Estas duas condições implicam que

V = 0 sobre ∂D(x1).

Portanto, o par (V, p2) satisfaz o seguinte problema homogéneo























∆yV =
1

µ
∇yp

2 −∇yg em D(x1)

divy V = 0 em D(x1)

V = 0 sobre ∂D(x1).

(5.24)

Pelo Teorema 5.14, este problema tem uma solução (V, p2) tal que V é única e p2 é única até

à adição de uma função arbitrária de x1 . É fácil verificar que esta solução é dada por

V = 0

p2(x1, y) = µg(x1, y) + c(x1)

= −µ
∂u01
∂x1

(x1, y) + c(x1)

= µβ

(

2

r3(x1)
−

4(y21 + y22)

r5(x1)

)

dr

dx1
(x1) + c(x1),
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onde c é uma função arbitrária de x1 . Uma vez que (0, u1α) = V +∇yΨ e V = 0 , segue que

(0, u1α) = ∇yΨ o que nos dá as relações (5.15a) e(5.15b). Em suma, temos

u11(x1, y) = 0,

u12(x1, y) = β
r2(x1)− |y|2

r(x1)5
dr

dx1
(x1)y1,

u13(x1, y) = β
r2(x1)− |y|2

r(x1)5
dr

dx1
(x1)y2,

p2(x1, y) = −µ
∂u01
∂x1

(x1, y) + c(x1).

Passo 3. Unicidade da pressão. Precisamos determinar a função c(x1) para que o termo de

ordem dois da pressão fique bem determinado. Para tal, começamos por extrair a equação de

momento correspondente aos termos de ε2 :

−∇x1
p2 −∇yp

3

+2µ
{

divy
(

e(∇x1
u1) + e(∇yu

2)
)

+ divx1
(e(∇x1

u0) + e(∇yu
1))
}

= 0
(5.25)

e adicionamos a condição de fronteira de Dirichlet para o termo de ordem 2 da velocidade

u2 = 0 sobre ΓD. (5.26)

Com objectivo de simplificar a equação (5.25), analisamos alguns termos:

1. Da definição de e(∇x1
u1) , e(∇yu

1) e tendo que conta que u11 = 0 , segue que

2µ divy(e(∇x1
u1)) =











µ
∂

∂x1
(divy u

1)

0

0











e 2µ divx1
(e(∇yu

1)) =







0

0

0






.

2. Com base na equação de continuidade (4.6c), concluimos que

2µ divy(e(∇yu
2)) = µ∆yu

2 + µ∇y(divy u
2) = µ∆yu

2 =







µ∆yu
2
1

µ∆yu
1
2

µ∆yu
2
3
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3. Além disso da definição de e(∇x1
u0) e tendo em conta que u02 = u03 = 0 , resulta que

2µ divx1
(e(∇x1

u0)) =











2µ
∂2u0

∂x21
0

0











.

Utilizando estas relações 1, 2 e 3, deduzimos que a equação do momento (5.25) pode ser escrita

da seguinte forma:

−
∂p2

∂x1
+ µ

∂

∂x1

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

+ µ
∂2u01
∂x21

+ µ∆yu
2
1 = 0 (5.27a)

−
∂p3

∂y1
+ µ∆yu

2
2 = 0 (5.27b)

−
∂p3

∂y2
+ µ∆yu

2
3 = 0 (5.27c)

De (4.6b), (5.27a) e (5.26), obtemos o seguinte problema











∆yu
2
1 =

1

µ

∂p2

∂x1
−
∂2u01
∂x21

= −2
∂2u01
∂x21

+
1

µ

dc

dx1
em Ω

u21 = 0 sobre ΓD.

(5.28)

Calculando a segunda derivada parcial da função u01 em relação à x1 , obtemos

∂u01
∂x21

(x1, y) = βg1(x1) + βg2(x1)|y|
2,

onde

g1(x1)
def
=

6

r4(x1)
(r′(x1))

2 −
2

r3(x1)
r′′(x1) e g2(x1)

def
= −

20

r6(x1)
(r′(x1))

2 +
4

r5(x1)
r′′(x1).

Como anteriormente, consideramos x1 ∈ (0, L) como um parâmetro. Então, o sistema

(5.28) pode ser escrito na forma







∆yu
2
1 = −2βg1 +

1

µ

dc

dx1
− 2βg2|y|

2 em D(x1)

u21 = 0, sobre ∂D(x1).
(5.29)

Logo, a solução do problema pode ser escrita como

u21 =

(

2βg1 −
1

µ

dc

dx1

)

ψ + 2βg2ψ1,
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onde ψ1 é a solução do seguinte problema auxiliar:

{

∆yψ1 = −|y|2 em D(x1)

ψ1 = 0 sobre ∂D(x1).

Portanto,

u21(x1, y) =

[

2βg1(x1)−
1

µ

dc

dx1

]

r(x1)
2 − |y|2

4
+ βg2(x1)

r4(x1)− |y|4

8
. (5.30)

Resta apenas determinar a função c(x1) que aparece nas expressões das funções p2 e u21 . Para

tal, vamos utilizar a equação de conservação de volume do termo de ordem 2 da velocidade:

∂

∂x1

(∫

D(x1)

u21(x1, y)dy

)

= 0, x1 ∈ (0, L), (5.31)

que é deduzida de modo similar a condição (4.24). Agora, pegamos a expressão (5.30) e subs-

tituímos em (5.31). De seguida, fazemos a passagem do integral para coordenadas polares,

calculamos o integral, tomamos em conta a definição de g1 e g2 e efectuamos algumas simpli-

ficações:

d

dx1

{

r4
dc

dx1
+

4

3
µβ[r′(x1)]

2 +
4

3
µβr(x1)r

′′(x1)

}

= 0. (5.32)

Vamos resolver esta equação diferencial. Começamos por integrar a equação em relação a

variável x1 , de seguida isolamos a derivada da função c(x1) e por último integramos em relação

a x1 , o que nos dá a seguinte solução

c(x1) = a1

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ −
4µβ

3

∫ x1

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ + a2, (5.33)

onde a1 e a2 são constantes que devem ser determinadas. Para tal, é preciso adicionar condições

de fronteiras adequadas. Neste caso, escolhemos a condição de fronteira (4.9c) uma vez que

ela relaciona o termo p2 , que depende da função c(x1) e os termos u0 e u1 que estão bem

definidos. Analisando os termos presentes na condição (4.9c), vemos que:

e(∇yu
1) =

1

2













0 0 0

0 2
∂u12
∂y1

∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

0
∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

2
∂u13
∂y2













, e(∇x1
u0) =

1

2











∂u01
∂x1

0 0

0 0 0

0 0 0











.



5.1. TERMOS COMPLEMENTARES 45

Então, a condição de fronteira (4.9c) pode ser expressa como

1

2

















−p2 + 2µ
∂u01
∂x1

0 0

0 −p2 + 2µ
∂u12
∂y1

µ

(

∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

)

0 µ

(

∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

)

−p2 + 2µ
∂u13
∂y2























±1

0

0






=







0

0

0






sobre ΓN .

Daqui, deduzimos que o termo da pressão de ordem 2 satisfaz a seguinte condição de fronteira:

p2 = 2µ
∂u0

∂x1
sobre ΓN . (5.34)

Da definição da fronteira ΓN e tendo em conta que p2(x1, y) = −µ
∂u0

∂x1
+ c(x1) , segue que a

função c(x1) satisfaz as seguintes condições de fronteira



















c(0) = 3µ
∂u01
∂x1

(0, y) = −3µβ

(

2

r3(0)
−

4(y21 + y22)

r5(0)

)

dr

dx1
(0), |y| < r(0)

c(L) = 3µ
∂u01
∂x1

(L, y) = −3µβ

(

2

r3(L)
−

4(y21 + y22)

r5(L)

)

dr

dx1
(L), |y| < r(L).

Mais uma vez, precisamos ser cautelosos com a interpretação da condição de fronteira (5.34)

que parece ser uma contradição. A condição é satisfeita pontualmente se acrescentarmos a

hipótese ad hoc de que dr/dx1 = 0 sobre ΓN .

c(0) = c(L) = 0. (5.35)

Uma interpretação mais fraca é que a condição é válida apenas no sentido de valor médio. De

facto, integrando sobre ΓN , obtemos

∫

ΓN

p2 dS = 2µ

∫

ΓN

∂u01
∂x1

dS = 0,

o que também implica (5.35). Aplicando a condição (5.35), obtemos

a2 = 0

a1 =

4µβ

∫ L

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ

3

∫ L

0

r−4(ξ)dξ

.

Portanto, a função c(x1) fica determinada unicamente. Consequentemente o termo de ordem

2 da pressão também fica determinado unicamente por (5.16). �
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5.2 Correccão de divergência e problema aproximado

Nesta secção, escolhemos uma aproximação para a solução (uε, pε) do problema de Stokes (4.1).

Uma escolha natural para o campo de velocidade seria o termo da velocidade de ordem zero

u0 que determinamos na secção 4.5. No entanto, tal aproximação não satisfaz a lei da conser-

vação do volume, uma vez que u0 não é um campo solenoidal. Para obter uma aproximação

compatível com a lei de conservação de volume, levamos também em consideração o termo u1

na expansão do campo de velocidade.

Definamos uma solução aproximada (ũε, p̃ε) de (4.1) tal que

{

ũε(x) = ε2u0(x1, y) + ε3u1(x1, y)

p̃ε(x) = p0(x1) + ε2p2(x1, y)
(5.36)

Temos u02 = 0 , u03 = 0 e u11 = 0 , então o campo de velocidade ũ é dado por

ũε(x) =

(

ε2u01(x1,
x′

ε
), ε3u1α(x1,

x′

ε
)

)

,

onde u1α = (u12, u
1
3) .

O termo ε3u1α(x1, y) funciona como um corrector para o termo u0 , o que torna o campo de

velocidade solenoidal, ou seja,

div ũε = 0 em Ωε. (5.37)

De facto,

div ũε = ε2
(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

= 0

em virtude da equação de continuidade (4.6b).

Os termos u0 e u1 satisfazem a condição de Dirichlet imposta sobre a fronteira ΓD . Isto

implica que o campo de velocidade ũ é igual a zero na superfície lateral do tubo.

Vamos então derivar a equação do momento e a condição de fronteira de Neumann para

os termos da aproximação com objectivo de formular o problema cuja solução coincide com a

nossa aproximação. Para tal, começamos por derivar algumas expansões relacionadas com a

aproximação em termos do parâmetro ε . Para o campo de velocidade ũε , obtemos a seguinte

expansão de ∇ũ em potências de ε :

∇ũ = ε















0
∂u01
∂y1

∂u01
∂y2

0 0 0

0 0 0















+ ε2



















∂u01
∂x1

0 0

0
∂u12
∂y1

∂u12
∂y2

0
∂u13
∂y1

∂u13
∂y2



















+ ε3

















0 0 0

∂u12
∂x1

0 0

∂u13
∂x1

0 0

















(5.38)
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Vamos reescrever os coeficientes das potências de ε como matrizes blocos da forma

(

S11 S12

S21 S22

)

,

onde S11 é uma matriz 1 × 1 , S12 é uma matriz 1 × 2 , S21 é uma matriz 2 × 1 e S22 é uma

matriz 2× 2 . Com esta notação e denotando a matriz nula por zero, o gradiente de ũ pode ser

escrito na forma

∇ũ = ε





0 (∇yu
0
1)

T

0 0



+ ε2







∂u01
∂x1

0

0 ∇yu
1
α






+ ε3







0 0

∂uα1
∂x1

0






. (5.39)

A parte simétrica de ∇ũ é dada por

e(∇ũ) = εB0 + ε2B1 + ε3B2, (5.40)

onde as funções matriciais B0 , B1 e B2 são definidas por

B0 =







0
1

2
(∇yu

0
1)

T

1

2
(∇yu

0
1) 0






, B1 =





∂u01
∂x1

0

0 e(∇yu
1
α)





B2 =











0
1

2

(

∂u1α
∂x1

)T

1

2

∂u1α
∂x1

0











,

a parte simétrica de ∇yu
1
α é dada por

e(∇yu
1
α) =











∂u12
∂y1

1

2

(

∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

)

1

2

(

∂u12
∂y2

+
∂u13
∂y1

)

∂u13
∂y2











(5.41)

Aplicando o operador de divergência a ambos os membros da igualdade (5.40), obtemos

div e(∇ũ) = ε0 divy B0

+ ε(divx1
B0 + divy B1) + ε2(divx1

B1 + divy B2) + ε3 divx1
B2.

(5.42)

Vamos calcular os coeficientes de ε0 , ε1 , ε2 e ε3 de forma separada.
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1. Cálculo do coeficiente de ε0 :

divy B0 =













1

2
divy (∇yu

0
1)

T

0

0













=













1

2
∆yu

0
1

0

0













.

2. Cálculo do coeficiente de ε1 :

divx1
B0 + divy B1 =







0

1

2

∂

∂x1
(∇yu

0
1) +

1

2
divy(e(∇yu

1
α))







Daqui, resulta que

divx1
B0 + divy B1 =









0

1

2
∆yu

1
α +

1

2
∇y

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)









Devido a equação de continuidade (4.6b), obtemos

divx1
B0 + divy B1 =







0

1

2
∆yu

1
α






=















0

1

2
∆yu

1
2

1

2
∆yu

1
3















.

3. Cálculo do coeficiente de ε2 :

divx1
B1 + divy B2 =















∂2u01
∂x21

+
1

2
divy

(

∂u1α
∂x1

)T

0

0















=















1

2

∂2u01
∂x21

+
1

2

∂

∂x1

(

∂u01
∂x1

+ divy u
1

)

0

0
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Mais uma vez, usando a equação de continuidade (4.6b), obtemos

divx1
B1 + divy B2 =















1

2

∂2u01
∂x21

0

0















4. Cálculo do coeficiente de ε3 :

divx1
B2 =







0

1

2
divx1

(

∂u1α
∂x1

)






=

















0

1

2

∂2u12
∂x21

1

2

∂2u13
∂x21

















Substituíndo os resultados obtidos em (5.42) e de seguida multiplicando tudo por 2µ , obtemos

2µ div(e(∇ũ)) = ε0M0 + ε1M1 + ε2M2 + ε3M3, (5.43)

onde M0 , M1 , M2 e M3 são definidos por

M0 =











µ∆yu
0
1

0

0











, M1 =













0

µ∆yu
1
2

µ∆yu
1
3













, M2 =















µ
∂2u01
∂x21

0

0















, M3 =

















0

µ
∂2u12
∂x21

µ
∂2u13
∂x21

















.

Agora, vamos determinar a expansão do gradiente de pressão p̃ em termos de ε . Da definição

da função p̃ e tendo em conta que a função p0 não depende da variável y , segue que

∇p̃ = ε0∇x1
p0 + ε∇yp

2 + ε2∇x1
p2

As equações (4.17) e (5.12) mostram que

∇x1
p0 =







µ∆yu
0
1

0

0






= M0, ∇yp

2 =







0

µ∆yu
1
2

µ∆yu
1
3






= M1,
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Da página 40, temos

∇x1
p2 =











∂p2

∂x1
0

0











=











−µ
∂2u01
∂x21

+
dc

dx1
0

0











.

Portanto,

−∇p̃+ 2µ div e(∇ũ) = ε2











2µ
∂2u01
∂x21

−
dc

dx1
0

0











+ ε3













0
∂2u12
∂x21
∂2u13
∂x21













.

Uma análise semelhante para a condição de fronteira de tensão normal nos fornece:

(−p̃I + 2µe(∇ũ))n̂ = −p0n̂+ ε2µB0n̂+ ε2(−p2 I + 2µB1)n̂+ ε32µB2n̂

=







−pb

0

0






+ ε













0

µ
∂u01
∂y1

µ
∂u01
∂y2













+ ε2











−p2 + 2µ
∂u01
∂x1

0

0











+ ε3













0

µ
∂u12
∂x1

µ
∂u12
∂x1













= −pbn̂+ ε2µB0n̂+ ε23µ
∂u01
∂x1

n̂+ ε32µB2n̂.

Resumindo os nossos cálculos, o par (ũε, p̃ε) satisfaz o seguinte problema de fronteira



































div (−p̃εI + 2µe(∇ũε)) = Mε em Ωε

div ũε = 0 em Ωε

ũε = 0 sobre Γε
D

(−p̃εI + 2µe(∇ũε))n̂ = −pbn̂+ Bε sobre Γε
N ,

(5.44)

onde

Mε def
= ε2











2µ
∂2u01
∂x21

−
dc

dx1
0

0











+ ε3













0
∂2u12
∂x21
∂2u13
∂x21













,

Bε def
= ε













0

µ
∂u01
∂y1

µ
∂u01
∂y2













+ ε2











−p2 + 2µ
∂u01
∂x1

0

0











+ ε3













0

µ
∂u12
∂x1

µ
∂u12
∂x1













.



Capítulo 6

Resultados, conclusões e recomendações

6.1 Resultados

Neste trabalho estudamos o problema do fluxo de um fluido Newtoniano e incompressível em

um tubo fino recto tridimensional de forma cilíndrica de secção transversal circular variável. O

modelo matemático formulado, o sistema estacionário de Stokes colocado no domínio fino Ωε ,

nos proporcionou desafios interessantes durante o processo da construção da solução aproximada

para o campo de velocidade uε e a pressão pε . Assumimos que a solução (uε, pε) do problema

admite expansões assimptóticas das formas

uε(x1, x
′) = ε2u0(x1, y) + ε3u1(x1, y) + . . .

pε(x1, x
′) = p0(x1, y) + εp1(x1, y) + . . .

onde uk e pk são funções desconhecidas, com y = ε−1x′ . A construção da aproximação assimp-

tótica foi feita em três fases:

Na primeira fase, começamos por identificar algumas propriedades relacionadas com alguns

termos das expansões assimptóticas. Em seguida, aplicamos técnicas de análise matemática e

da teoria de equações diferenciais para determinar as fórmulas explícitas dos termos de ordem

zero (u0, p0) . Como resultado, encontramos:

p0(x1) =
pb(L)− pb(0)
∫ L

0
r4(ξ)dξ

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ + pb(0)

u0(x1, y) = −
1

4µ

(

r2(x1)− |y|2
)

∇x1
p0(x1).

Aqui observamos que a relação de dependência entre o campo de velocidade e o gradiente da

pressão é linear, ou seja, os termos de ordem zero satisfazem a lei de Poiseuille. Além disso,

o termo u0 satisfaz a condição de fronteira de Dirichlet, mas não conserva o volume. Então,

avançamos para a segunda fase da construção da nossa aproximação, o cálculo do termo de
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ordem um da velocidade e os termos de ordem um e dois da pressão de modo a obter uma

aproximação mais precisa. Nesta fase, tivemos dois momentos distintos:

• Momento 1-cálculo da primeira componente do termo de ordem um da velocidade u11 e

o termo da pressão de ordem um p1 .

• Momento 2-cálculo da segunda e terceira componentes do termo de ordem um da velo-

cidade (u1α) = (u12, u
1
3) e o termo de ordem dois da pressão p2 .

No momento 1, usando argumentos similares aos do cálculo de (u01, p
0) encontramos

(u11, p
1) = (0, 0).

No momento 2, lidamos com um problema de Stokes não homogéneo, um problema cuja análise

de solvabilidade foi bem interessante. Para resolver o problema, recorremos a um resultado

importante de [30, Teorema 2.4] que estabelece uma condição de existência e unicidade da

solução do problema de Stokes não homogéneo. Como resultado, encontramos:

u12(x1, y) = −
pb(L)− pb(0)

4µ
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(

r2(x1)− y21 − y22
r5(x1)

)

y1
dr

dx1
(x1)

u12(x1, y) = −
pb(L)− pb(0)

4µ
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

(

r2(x1)− y21 − y22
r5(x1)

)

y2
dr

dx1
(x1)

p2(x1, y) = −µ
∂u01
∂x1

(x1, y)

+ a1

∫ x1

0

r−4(ξ)dξ +
pb(L)− pb(0)

3
∫ L

0
r−4(ξ)dξ

∫ x1

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ,

onde

a1 = −

[pb(L)− pb(0)]

∫ L

0

{

[r′(ξ)]2 + r(ξ)r′′(ξ)
}

r−4(ξ)dξ

3

[∫ L

0

r−4(ξ)dξ

]2 .

Finalmente, na terceira fase, definimos a aproximação assimptótica como

{

ũε(x) = ε2u0(x1,
x′

ε
) + ε3u1(x1,

x′

ε
)

p̃ε(x) = p0(x1) + ε2p2(x1,
x′

ε
).
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6.2 Conclusões e recomendações

A aproximação (ũε, p̃ε) satisfaz o seguinte problema de fronteira



































div (−p̃εI + 2µe(∇ũε)) = Mε em Ωε

div ũε = 0 em Ωε

ũε = 0 sobre Γε
D

(−p̃εI + 2µe(∇ũε))n̂ = −pbn̂+ Bε sobre Γε
N ,

Comparando o problema aproximado com o problema original (4.1) concluímos que a aproxi-

mação (ũε, p̃ε) não satisfaz o problema original devido a presença dos termos Mε e Bε . No

entanto, uma vez que Mε = O(ε2) e Bε = O(ε) vemos que a aproximação é, de facto, uma so-

lução assimptótica de (4.1) no limite à medida que ε tende para zero. A nossa maior satisfação

é que a aproximação obtida conserva o volume. Este resultado obtido é similar ao resultado

obtido em [11], onde foi feito um estudo do fluxo de Stokes numa célula de Helen-Shaw gene-

ralizada confinada entre duas superfícies. Para justificar com rigor a validade da aproximação

obtida, os autores utilizaram as estimativas de erros para o campo velocidade e pressão em

termos das normas dos espaços H1 e L2 , respectivamente. Portanto, para os trabalhos futuros

propomos:

1. Justificar de forma rigorosa as expansões assimptóticas escolhidas. Em particular, gosta-

ríamos de esclarecer as condições de fronteira aparentemente contraditórias obtidas pelo

método de expansão assimptótica. Esta análise pode exigir que as camadas limite em ΓN

sejam tomadas em consideração.

2. Estimar o erro da aproximação obtida. Isto pode ser feito considerando a formulação

fraca de (4.1) e estimando os erros ‖uε − ũε‖ e ‖pε − p̃ε‖ em normas adequadas.

3. Elaborar um artigo com os resultados obtidos e publicá-lo em uma revista científica.
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